序 证 


”我 们 伟大 的 祖国 ,为 了 尽早 实现 四 个 现代 化 的 宏伟 大 业 ， 
需要 造就 大 批 又 红 又 专 的 、 具 有 高 度 文化 修养 和 现代 科学 知 
识 的 工业 大 军 、 农 业 大 军 ` 科 技 大 军 、 文 化 大 军 和 国防 大 军 。 这 
怎 一 项 摆 在 全 体 人 民 面 前 的 极为 艰巨 的 任务 。 人 才 的 培养 ， 
基础 在 教育 。 然 而 , 目前 我 国 每 年 只 可 能 吸收 很 小 一 部 分 中 学 
毕业 生 进 入 高 等 院 校 深造 ， 大 批 已 经 走 上 或 将 要 走 上 各 种 工 
作 岗 位 的 千 千 万 万 青年 人 人， 都 边 切 要 求学 习 现 代 科 学 基础 知 
识 ， 以 适应 新 时 期 新 长 征 的 需要 。 所 以 ,在 办 好 高 等 院 校 的 同 
时 ， 还 应 尽量 为 那些 不 能 升 入 大 学 或 无 法 离职 进入 大 学 的 青 
年 提供 良好 的 业余 学 习 条 件 。 为 此 ; 上海 科 学 技术 出 版 社 编辑 
出 版 < 大 学 基础 数学 自学 BS CAGGESUDE E IUe | 
“大 学 基础 化 学 自学 丛书 ?>。 

”4 大 学 基础 数学 自学 丛书 2 由 我 们 主编 ， 由 北京 大 学 : ix 
师范 大 学 和 复旦 大 学 数学 系 有 关 教 师 编 写 。 4d <— X É 
微分 学 >、《 一 元 函数 积分 学 >、《 多 元 甫 数 微 积 分 >、《 级 数 >、《 空 
间 解 析 几 何 >、 «B Rd. 《 复 变 函数 论 基础 >、《 常 微分 方程 
基础 >、 < 概率 论 与 数理 统计 基础 》、 «微分 几何 基础 >、《 有 限 数 
学 引 论 ?等 共 十 一 种 ， 可 供 具 有 相当 于 高 中 文化 程度 、 有 志 于 
目 学 大 学 数学 课程 的 广大 读者 使 用 。 

本 < 丛书 > 是 一 套 大 学 基础 课 的 自学 读物 ， 与 中 学 程度 的 
《数理 化 自学 丛书 ?> 相 衔接 。 为 了 使 自学 读者 在 没有 教师 讲课 
的 条 件 下 读 懂 、 学 好 , 其 内 容 选 取 和 编排 不 同 于 一 般 的 大 学 课 


K, 文字 撤 述 用 讲课 的 形式 书写 : 概念 引入 尽量 从 具体 的 、 通 
俗 的 地 方 入 手 , 逐 步 深入 ; 内 容 安 排 拆 住 重点 ， 讲 深 讲 透 。 为 
了 对 读者 解 题 有 所 启发 ,巩固 所 学 的 车 础 知识 等 , ΧΗΣ 
多 的 例题 ; 凡 估 计 读 者 容易 发 生 困难 的 地 方 , 尽量 给 予 必要 的 
分 析 。 习 题 、 例 题 均 按 章 分 节 安 排 ， 书 后 附 有 习题 答案 或 担 Ἢ 
示 。 每 册 之 首都 有 编者 的 话 , 指导 读者 自学 全 书 。 总 之 , 想 尽 
可 能 减少 自学 中 的 困难 。 

自学 , 时 间 总 比 在 校 学 习 紧 得 多 。 要 自学 有 成 就 , ΝΑ. 
Cka” MEARE, 那 就 是 “多 思考 , EI, ΜΑΤΙ, 

学 习 必 须 从 自己 的 实际 水 平 出 发 ， 学 每 本 书 要 有 一 定 的 
基础 。 选读 师 序 可 根据 编者 的 话 的 指导 进行 。 有 志 者 , EE 
Ro RI LEVATA ALME ATERI. K 
大 家 努力 学 好 。 

O ελ» 编审 过 程 中 得 到 了 北京 大 学 数学 系 、 北 京 关 范 大 
学 效 学 系 和 北京 师范 学 院 数 学 系 领导 的 大 力 支持 ; 许多 同志 
参加 了 提纲 、 样 稿 的 讨论 ， 并 提供 了 宝贵 的 意见 ; AR dcm 
稿 人 为 < 丛书 > 付出 了 辛勤 的 劳动 ， 遭 此 一 苍 致 谢 。 

由 于 《丛书 > 编写 和 出 版 的 时 间 仓 促 ,难免 有 缺点 和 错误 ， 
WARATA πι 
IL AE HÑ EX A B: 


ἜΑ“ ΕΛΚΘΕ ΕΕ  CFAURUNTRAGE IL IE 
1980 4E 1 B 


mm l] — 


m xi Hy i 


本 书包 括 不 定 积分 与 定 积分 两 部 分 ,不 定 积分 是 作为 导 
数 ( 或 微 商 ) 的 反问 题 引 进 的 ， 它 所 讨论 的 是 积分 学 的 第 一 个 
ἘΠΕ. 定 积分 是 作为 菜 种 和 式 的 极限 引进 的 ， 它 所 讨论 
的 征 积分 学 的 第 二 个 基本 问题 ,全书 共 分 五 章 , 第 一 .二 章 讲 
个 定 积分 , 第 三 、 四 章 讲 定 积 分 , 第 五 章 讲 定 积分 的 一 种 推广 
一 一 广义 积分 . 

为 了 便于 自学 ,本 书 先 编 了 较 多 的 例题 与 习题 , 书 来 附 有 
管 案 或 提示 .初学 者 不 一 定金 看 、 全 做 ,可 根据 自己 的 情况 ， 
选 学 、 选 做 其 中 的 一 部 分 . 

本 书 力求 既 能 由 浅 入 深 、 通俗 易 浇 , 又 有 一 定 的 严密 性 
但 因 编 者 水 平 有 党 , πι], 书 中 间 题 很 多 希望 广大 
读者 随时 提出 宝贵 意见 ， 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ， 曾 得 到 北京 类 学 地 球 支 理 系 邓 国 
合同 六 ,数学 系 方 企 勤 、 吴 良 大 、 王 卫 华 等 同志 的 支持 和 帮助 
最 后 又 由 北京 师范 大 学 数学 系 直 六 文教 授 审 阅 了 全 稿 ， 在 此 
Ἔπβ ἰὴ Bs W. 


X BB 
了 于 北京 大 学 数学 系 
1979 年 3 月 


H 


T 


个 定 积 分 的 概念 与 计算 法 则 


Ιω ών 40 
2.4 分 部 积分 法 ...........ν... 41 
习题 天 56 
第 三 节 ”简单 初 值 | 
积分 的 简单 应 用 HMM 58 
3.1 简单 初 值 问题 eee £258 
”3.2 简单 初 值 问题 的 解 的 叭 
一 性 和 存在 性 enne 60 
3.8 简单 初 值 问题 的 解 的 - 
求法 eee MM MH 62 
EJES... meme 65 
[ JI RR 66 


ας a 


3] μα ..... 99 
第 三 节 某 些 根 式 的 有 理 式 的 。 

积分 .ee 100 

3] ΒΗ — eee en 115 

第 二 音 小 结 se 118 


第 三 章 定 积 分 


序 uH 
34 A ΗΝ TB 
| "um 
第 一 节 ” 原 函 数 与 不 定 积分 的 
概念 1 
1.1  RGEABDeeeeSeseeeeeeel 
1.2 REPU eerren. E 
1.9. 不 定 积分 的 几何 意义 …… 汉 
JE eee eee 6 
第 二 节 不 定 积分 的 计算 ανν 6 
` 2.1 基本 积分 表 :: deese ener 6 
2.4 ἘΠ SUPE AM SUI 
ΞΕ an PPM 11 
2.8 换 元 积分 法 T" eM 19 
JA erue ln 99 
第 二 章 
第 一 节 有 理 函 数 的 积分 …………… 76 
1.1 真 分 式 分 解 为 最 简 分 
XA ottenere ennt TT 
1.2 BORBE ......... Q4 
习题 一 ee 91 
第 二 节 三 角 函 数 的 有 理 式 的 
EU eeeeeene ere 09 
第 一 节 ” 定 积分 的 概念 ……… … 119 
1.1 BAM BE 119 
1.2 ἜΒΗ Ν'............ 195 


1.8 定 积 分 的 几何 意义 ……127 
1.4 关于 定 积分 概念 的 两 
μπι BB e#wyaascsasqamoacssoostsonoo 128 


1.5 =p Z EE Ἡ gj. ...... 129 Έρις ” 定 积 分 的 挽 元 积分 


$ 
* 


1.5 — REEN | hiis TEUER 


AMEN IE d 
πώ μμ ο. 131 4.1 RPI rie 
py ----.»-.νινοένεόνενένένννόννον 133 Δ.» gg MEE ER: E 


ΣΙ MOX * 


第 二 节 定 积分 的 基本 性 质 …… 123 πρ nene 
ies d 


SREUEE στ £323 B EV FH 
第 一 节 fiL 的 基本 所 3. 


πω... eem en D : 
第 二 节 ” 定 积分 的 几何 应 用 …… cin 3. 
2.1 Ai^ T81 TE HA] TRUE e 219 I 3. 
eol DAPETPERTEBUIEDPS ο, 
SREE R nnne 218 26 SEBLUB 1 0}3ἑ, 2 
o ERER Έλλη «219 CORB ΗΒ ἘΠ E RE BD 6 
0.4 FYRRA e Ses SE enne eee 


=: 


mE imme . 
m ΕΥ ΒΕ} 


L3 
C 
5 
I 
3 


Pa Ç το 


C 


ο 5 ΕΡΜΗ BET eee 28 了 是 一 eus 


Xi aj- So ... 21 第 四 章 小 结 ……， a 
第 三 节 ” 定 积分 的 物理 应 用 ……285 


第 五 章 广义 积分 


第 一 节 “” 泡 穷 积 分 ……………… 67] 2.1 BMO erens 
1.1 ΕΠ ΕΙΊΒΊΤΕ A reee ET: 2.2 BERNAT MRE ee 
1.9. ERE PERE STT 2.0 REGIA A t AR 


第 五 节 证 积分 的 近似 计算 co 
E 微 积分 基本 定理 ……… 149 πω - | 


ð, 1 BUT "c d +, Sgt "regia 1i SO BILA- des W$ φας tenpan | 
XJ Lex nennen nae 154 5.9 {ηηνάλλη”..... ΠΠ, l: 


29 FE B 做 E] ΤΗ BENIN s 


EUR g: UE ΠΠ ΠΠ d 


558 


Lar 
=. ` t ἡ 


-Hb3 


263 


1.9 EAERI Sr ERU ο. 360 


EE eere ὑΤ ὃ zJ]HRLLeeeeeÓe nennen 3t 


HE 简单 
ντα 


Kl Es 
ΞΡ -- 一 一 一 Fi ο αλλο = AE -a 
1 «Σα 
i | 


不 定 积分 的 概念 与 计算 法 X JII 


第 一 节 ” 原 函 数 与 不 定 积分 的 概念 


1.1 MAR 


[8 4 ^1: RE: [8] RC Rs EAR — Te SRL, EGG U LARES, 这 
就 是 求 导数 的 问题 ， 例 如 , 已 知 作 直 线 运动 的 质点 的 运动 规 
律 ( 有 妈 路 程 对 时 间 的 依赖 关系 ) 为 

s—8(t), 
要 求 质 点 在 时 刻 ç 的 瞬时 速度 2 人 ,就 是 这 样 一 个 问题 。 我 
们 只 需 将 图 数 8=8 坊 对 了 二 求 导数 就 可 以 了 : 


ο (ἡ) =s d) = 多 


但 是 , 在 许 冤 学科 (例如 力学 、 物 理学 、 几何 学 等 ) 以 及 各 
种 实际 问题 电 ， 往 往 遇 到 与 此 相反 的 问题 ， 已 知 一 个 函数 的 
变化 率 , 要 求 原 来 的 函数 ， 例 如 , 已 知 作 直 线 运 动 的 质点 在 任 
一 时 刻 t ORTE o=o, 要 求 质点 的 运动 规律 s=s 人. 
在 数学 上 , 这 种 已 知 一 个 函数 的 导数 , 要 求 原来 的 函数 (我 们 
称 它 为 原本 数 ) 的 问题 , 就 是 积分 学 的 第 一 个 基本 问题 . 

下 面 ,我 们 给 出 原画 数 的 定义 . 

EX RHB P(O 与 f(z) 在 区 间 (a, ὃ) 内 有 定义 ， 如 
果 对 于 (a, 6) 内 任 一 点 %， 部 有 x 

Ε' (a) = f (z), 

或 | dF a) =f æ) da, 


3E 4s Π P (2) E: f (z) χε X a| (a, p) PR — e R sk 6 
[B] 1] dU f(e)=322, WD F (x) —a? E BJ — 45, ER C. 
事实 上 ,我 们 有 


(a3)! 8g. 
[B] 2] 设 fG)=cosz, M Fix) sine 是 它 的 一 个 原 
[93] Hf (a) =y M F (e) =sresinz m 


“思考 题 arcsinc 十 3， aresinz— D, aresinat VZ, 


arcsin z—2 In — 等 ， πι mE 


1. 2 不 定 积分 ， 


由 于 常数 的 导数 是 零 , 因此 当 P (a) 是 人 — 
数 时 , F) 十 0(C 是 任意 常数 ) 也 是 f Ge) 的 原 函 数 ， 这 就 是 
vi, 如 果 f @) 有 一 个 原 函 数 PD, 那么 ， 它 就 有 无 穷 多 个 原 
μι Xp. Fto, | 

大 家 会 问 : x E OHGEGÉK Pa) 10 E Zt &y 1⁄4 T 
了 (2) 的 全 体 原 函 数 呢 ? 换 句 话说 , Ρίο) 的 任何 一 个 原 函 数 是 
否 痢 能 表示 成 了 (w) +C 的 形式 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 我 们 有 

定理 车 了 (%) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 了 (w) pO (O 是 
FERRO WAE f (2) μι ΒΒ, 3t E. F' (z) +O EFON 的 全 体 
EET - 

【证 】 第 一 个 结论 是 明显 的 

LF (z) }- ΟἽ' -- F'(z) -- Ο' — P'(a) -0—f(0, 
下 面 证 明 第 二 个 结论 , 即 f(z) 的 任何 一 个 原画 数 G (z) 


-—- 2 — 


都 可 以 用 FEME 1-18 ORAE. ` 
因为 F'(m)—f(m), Gle) = f»), 
所 以 ΜΝ "mon G'(z) — E" (G) = f (v) — f (v) = 0, 
σω- "ρω. -© (O EERO, 
即 |. Gaz) -F(v)--C, | 
于 是 证 明了 三 (o) +C 是 fw) 的 全 体 原 函 数 ， Ἱ 
定理 告诉 我 们 ， 园 一 贡 数 的 任何 两 个 原 函 数 之 闻 最 多 相 
ο. | 
为 了 以 后 讨论 方便 ， 我 们 引进 如 下 的 定义 ， | 
定义 VE F (o) f (a) BJ — D ERE, 网 7oy 的 全 体 原 
ΒΒ Κι F (e) +C (C 是 任意 第 数 ) 称 为 (2%) 的 不 定 积 分 , 记 作 
| #@)as= F(a) +O. | 
其 中 fe) 称 为 被 积 函 数 ， f (a) de 称 为 被 积 表达 式 ，% 称 为 各 
> z, C 称 为 积分 常数 ,符号 | 称 为 积分 号 ， 
| | BAS 14 --ΗΕΜΑΝ, RENCARIRÈ 的 全 体 
原 函数 ， 例如 ; 


[cosa de — sin vC, 


i -= dz = 810 sinz+C. 


ντ ον ο 
ο ΙΕ ΡΟ: 


p= A -- 


[fee] fe. 或 d| fdf — (D 
[Gs = FG) +O, at [ἐρῶ -F(m-«0. Ω) 
这 就 是 说 , 对 一 个 函数 先 积分 再 微分 , 结果 是 两 者 的 作用 互相 
抵消 ; 车 先 微分 再 积分 , 则 结果 只 差 一 常数 ， 
求 已 给 函数 的 原画 数 ( 或 不 定 积分 ) 的 方法 称 为 积分 法 ， 
1.9 不 定 积分 的 几何 意义 


在 直角 坐标 系 σου rp, f (a) 的 任意 一 个 原 函 数 F (a) 的 
图 形 称 为 je) 的 一 条 积分 曲线 , 其 方程 是 y= 了 (%w). 
| y 由 上 次 的 讨论 知道 : (ο) Β κ 


EDG SARUM y= Fr), WERS 
< 多 条 积分 曲线 ,它们 的 方程 是 
| στ (ο) +C. 


. Í| 
—... 这 些 积分 曲线 称 为 JO) H RA h 
ν 线 3k. | 

d PA Ar BH 2 e BJ EF R| — 28 B 22: 


x 都 可 以 由 - ία) 沿 Oy 轴 平 移 一 
EC 得 到 (图 二 1)， 因 此 ,所 有 积分 曲线 是 彼此 平行 的 ， 这 
就 是 说 , 在 模 坐 标 相同 (例如 是 2) 的 点 处 ,所 有 积分 曲线 的 蕊 
线 彼此 平行, 这 些 切线 有 相 辐 的 斜率 , BE f (a), 
[F (a) +0]' = F" (a) = f (a). 
图 此 ,我 们 可 以 说 ， 不 定 积分 | fi) do 在 几何 上 表示 
f(w) 的 积分 曲线 族 
y- | (m)dz, 


αχ du ΕΛΑ SR E TE Re zi ΠΗ͂Ι sa Ab, Ἐ 1189122 SRE] 
的 斜率 je)， 因 而 是 彼此 平行 的 . x 
如 果 要 求 一 条 通过 定点 (To, Yo) BJ PA A) H 28, IZ , aJ EJ 
通过 下 陈 
Uo = F (£0) +C, 
解 出 常数 C=yo—F (to), 
这 样 就 得 到 了 所 求 的 积分 上 曲线 
y=F(w) + [yo— F (mo) Ἱ. 
确定 任意 第 数 的 条 件 称 为 初始 条 件 , 可 写作 
Y zn Yo, 
或 y (o) = γα. 
[54] 在 切线 斜率 为 322 的 积分 曲线 族 中 ， 求 一 条 通 
过 定点 (一 1, 2) 的 积分 曲线 . u 
解 ， 设 所 求 曲线 为 V=y(o)， 已 
il 
y'—-3m, 
因此 ,有 οσο. 
为 了 确定 出 常数 CO， 我 们 将 初始 条 件 
| π- 2 
代入 , 于 是 有 
ο-(--1)2--60, 
解 出 C —3, 
从 而 ,所 求 的 曲线 (图 1-20 Ἢ 
y — x 243. 
最 后 ， 我 们 提 一 个 问题 ， 什 么 样 的 函数 才 有 原 函 数 呢 。 
BRER, SO) 应 具备 什么 条 件 ， 才 能 保证 它 的 原 函 数 一 定 
存在 呢 ? 这 个 问题 现在 暂时 还 不 能 解决 , 我 们 到 第 三 章 第 三 


-- B — 


"xcii. Banane 3k. 都 假定 它 基 有 原 函 数 的 ， 
换 句 话说 , 第 一 、 一 章 主 要 讨论 函数 的 积分 法 ， EARN 
数 的 存在 问题 .. 


3 - 
1. 求 下 列 不 定 积分 ; | 
(1) J sin z dz; (2) feras; | 
(3) [zt dx; . (4) μα, 
(5) [deas | (6) [ras i 
© E des 8) ji 


2. APA [nn ae 由， 求 一 条 通过 点 (0， -DD 的 曲线 并 天 
BEDAŞ, | | | 


— 不 定 积分 的 计算 


为 了 有 效 地 计算 不 定 积分 , 必须 掌 氛 一 张 基本 积分 天 和 
LAZARU. 这 正 象 计算 导数 时 ,必须 掌握 基本 导数 表 和 
MR R BRET 五 个 运算 法 则 一 样 。 我们 将 会 看 到 ,由 
于 积分 法 是 微分 法 的 道 运算 , 因此 这 一 节 的 内 容 , 刚好 是 微分 
法 中 相应 内 容 的 逆转 ， 也 就 是 说 , 把 过 去 的 微分 公式 逆 过 来， 
就 能 得 到 许多 积分 公式 ; 把 过 去 的 一 EHI VR RISE SOR, 就 得 
到 相应 的 积分 法 则 ， 


2.1 基本 积分 表 ` 
GD fode=0, 


æ- 8 一 < 


x _ 1 a 4-1 L 
(2) E da == ERES +O (a£ —15, 


(9) | dr-In|z|4-C (a= —1), 
(4) le στ LC. 


(δ) ja rqe = li. + 


Iina 


COS o dz —sginc--cC. 


| 
e] 
(n UR 
(8) | 去 — da = fseo? z de= tg a+ O, 
J 

J 


(9) 


de= Jes z da = -ctgz+0, 


sin“ m 


(10) - dz = arcsinc + C. 


1-2 
\ 1 
(11) | > dz = arctg z-i O, 
为 了 证 明 这 些 积分 公式 ， 只 须 证 明 右 端的 导数 等 于 左 端 
的 被 积 函数 ， 我 们 以 公式 (3) JBI 
[证 】 当 w>0 时 ，。 
[In z 了 [In z] = £, 
当 z<0 时 ， 
nol = In -2)] (72 7. 
因此 ,不论 c>0 或 z<0; 都 有 
ο 


由 不 定 积 分 的 定义 ;, Wl 


iz dx --]π|ῷ 


Ὁ 


+0, ] 


说 明 
CD RKM a^ 的 不 定 积分 出 公式 (2 GO T] £5 0. 33 
a= 一 1 时, HARC); 4 a= — 1 BF, HARS). B 


1 +1 
4 (C! M: — 1. 
fee a1 T T P δή αγά } 
Inim: +O., Μά a= —1. 


D 公式 (2 的 几 个 特 丈 情形， 今后 种 用 ， 有 必要 单独 记 
IZ: 
u αΞ-ϱ R, 5 h (Ly = z+ (Ç, 
1 (ffT 
< ^ iU 
X a= —2 时, 有 | dz = -二 1.0. 
2.2 积分 法 的 两 个 简单 法 由 
微分 法 有 两 个 简单 法 则 . 
(D [kfl] (ο) 人 是 常数 )。 
这 就 是 : “常数 因子 提出 来 ， 
(2) [fætt] =F +g (e), 
这 就 是 ，“ 一 项 一 项 分 开 微 ”. 
与 它们 相对 应 , 积分 法 也 有 两 个 简单 的 法 则 ; 


(1) IE Jf Gn dz = Ἡ (ας (1-0 RD. 
即 “ 常 数 因子 所 出来. 


& [rre Eged = | fi) da [o cda. 


即 :一 项 -项 分 开 积 ”， 
【证 】 只 须 证 明 右 端 的 导数 等 于 左 端 的 被 积 函数 。 


ὦ) [s] fde] -对 | Faz| --ᾱ-Ρ(α). 
(2) IE de | (z)dz | 一 ο da] ε[]αίο)ὰο] 


-] (0) οί). 1 
法 则 (2) 很 容易 推广 到 任意 有 限 多 个 函数 的 代数 和 的 情 


JU fa) fao) da 


- [fi G)de [stus + | f. (oda, 


A FE] 38 28 12} 466} ΤΕΙ AE EAM, RARE DR — PE f8 
微 复 林 的 不 定 积 分 了 ， 


[5j 1] IE QT = afas de= aí a? + σι) 


5 
= Ta" 9C, -ᾱ- οὗ C. 
这 里 C = ὃσι 是 任意 常数 ， 


【 例 2] [e —2 eo: z+ x 2 ade 
= feds- f2 cos 2 dz+ | Zat dz 
=e — 2 [cosedz-+ Jl $ d» 


ΤΩ 
一 红 一 2 sin z+ 2—— i z*--C. 


这 里 , 本 来 每 一 个 积分 都 有 一 个 任意 常 将 ,为 了 简单 起 见 , 我 


们 用 € 表示 它们 的 代数 和 ， 
1 5 8 9 
(5131 | J > τεῷ Ὅτῳ + 10 dz 


-| 一 377 daz — 5| uu deH3 m l dw 


1 
-2) — dz+10|1du 


9 
κε) —Barcte z— — 
- . + 


—O aresin z-- 10e -- C, 
Ὃν’ g --ᾱ--8 /myx m 
[οὴ 4] | — ΘΝ Ὁ do 
m9, 2 | 
| ο ο 
0 


-2|dz | UT dw 3| = dz 
=92?%z—2./ z +8ml|e| +C, 
[55] [2-8 de= [201-249 + (8) + (892148 
-| [te-2.6*+99Jd - 


-E ο, θε θ᾽ xg 
m4 πο i9 ^ 


Au m ety. 
[ 例 6] | - eos 2m de= | cos w — sin Et dy 


cos z— sin 2 eos z 9 7sin 2 


-| (cos w+- sin z) (cosw— sin c) da 
cos c — sin € 


= | (cosa tsin vc)dz-sine—cosc C, 


en? gt cos? m -. 
ο 71 ` d ον. 9 = — pE — -de - 
sin? z-cos?c sin^ z*cos?a 
= [I da | - t de 
cos? q sin?^c 


—igc—cigcrc-C, 


【 例 8] | e? edo- | (ez —1)da 
sar da — da | 


-| 1 
cos? m 


= tg 0 一 w 和 十 忆 ， 


[59] ο dna [172 - 


=3 | 1 do- E τ de] 


— 3r — 3arc ig w+ oO, 


以 上 各 例 , 都 是 利用 两 个 简单 法 则 , 把 一 个 比较 复杂 的 积 
分 化 成 若干 个 可 以 查 基本 积分 表 的 积分 。 在 这 里 ， 有 时 要 利 
用 一 些 三 角 恒 等 式 ， EAP REU t Gu bil 
9), 后 面 这 种 方法 称 为 分 项 积分 9 ἘΠΕ ΒΒ. 


ΕΣ; - 
1. [ασ az, 9. JVSsaz, 


[2 d |. 4. [x(1—2?)?dz, 


. V. 

5. J Lax αρα” +... + a z") dr. 

1 | mE (x —1)* 

a — dh, | 7, Jo az, 
= V a 


s. (( Z _ 2 az. 6. [(35ο-αλγάς, 
2 z 
~ | Len 
10. K b «e*t, n. | 了 -sm 7 az 
| 5112 2; 
"REPE, cos 2c 
12. f? Ain zd. 13. |< dX, 
2 ! r? ; x 5 
14, [55 dz. 10. [etg rdr, 
nein. 
16. [.£8m x a. 17. {3:.0rar, 
cos? 7 | 
j | 1 n 
18. | ος Γαλ dz, 19. J sgi dz, 


2.3 换 元 积分 法 


利用 基本 积分 表 和 两 个 简单 法 则 ， 我 们 虽 已 会 求 一 些 稍 
被 复杂 的 不 定 积分 ,但 这 毕竟 是 非常 有 限 的 ， 事实 上 , 我们 只 
会 求 基本 积分 表 中 出 现 的 那儿 个 函数 的 线性 组 合 ”的 不 定 积 
分 ,而 对 于 许多 常见 的 、 并 不 很 复杂 的 积分 , 例如 


[eos óc da, Je" da, | 1-2 da, 


da 


Jeet az, [Ino dz. | : 1 


12 æ 
等 等 , 就 不 会 求 了 ， 因 此 ,我 们 需要 进一步 掌握 其 它 的 积分 法 
Mj, 以 便 求 出 更 多 的 初等 函数 的 不 定 积 分 ， 这 就 是 本 段 要 介 
绍 的 换 元 积分 法 和 下 一 段 的 分 部 积分 法 ， 
换 元 积分 法 按 其 应 用 的 侧重 而 不同 而 分 为 两 种 ， 分 别称 
汶 第 一 换 元 法 及 第 二 换 元 法 ， 
O nS AG) fO, ns 万 ,() 的 经 性 组 合 是 指 裘 这 位 


ky HA (x) -F Ke 79 (z) 十 … Tnm (z) , 
XS ES IV. KA 是 常数。 


-— 12 -— 


Ἱ. 第 一 ATERA) 


考查 不 定 积分 
ud" 是 z 的 复合 函数 ,基本 积分 天 中 没有 这 样 的 公 
式 ， 如 果 能 把 被 积 表 达 式 e° do GRO eU tj dr HRR, 那么 
问题 就 容易 解决 了 ， 我 们 可 以 设法 把 积分 |e**dw 化 成 某 个 
积分 公式 的 样子 : 


以 上 这 种 作法 的 理论 根据 是 下 面 的 定理 . 
定理 工 (第 一 换 元 法 ) Ἡ 


| f (u) du = E(u) 1-0, (1) 
um p (7) 8] B, W | ΜΙ 
[ flo ($1 «9 Gs Fipe]. (2) 


GE) 只 需 证 明 (2) 式 右 端的 导数 等 于 左 端 的 被 积 函 数 ， 
由 复合 函数 求 导 公式 ,有 
(F[p(a) y 222 P, (η) w = f Gu) op! (3) 
πρ). Y 


—— 3BODGSUBI OO SUR EGEGE, RPE ARER 1 ἘΞ pk πῃ 
下 便于 应 用 的 形式 ， 


ο ο μον 
πο πο. 
e SEO FDO : Ὁ 
上面 所 说 的 各 v fedo, 正 是 根据 这 种 办 法 求 出 来 的 


再 看 几 个 例子 ， o 
【 例 101 |=: da = — | e *d(— c) = |o" du 


l ERDE EN "+0 | “z= —e *--C 


1 = j|: u= mH 1 
[0] 11] I do = -13 d(z 3-2) du 
πώ] +O 
A: cU m|s+2|+C. 


[0] 12] J f (az 4-b)da = Af f (aw+ bd Ga FB) 


mer b E f (u)du 


-oo +0, 
EH, κα 有 (是 Fo 的 一 个 原 函 数 , JF Β. a = 0, 
ΝΟ; 13] fe odo. |T do = - [Acc de 


一 14 一 


= 一 -| 去- d (cos 0) s — Iz I du 


. πμ... — = =la [cose +0, 
BEP 证 明 B 


πο 


【 例 14] J sin 2w dw = Z fsin 22 d (δα) 


u= ΟΣ 1 ΜΝ. ， 1. x 
— 2) Sin u du = gro B 
La 于 cao+o. 

本 题 还 有 一 种 作法 ， 


J sin 2c dg -— ΕΣ «008 2; οἶα Ἢ 
- | 9 sin zd (sin ο) ZR. | dudu 


EE- ER pig tahe -u=sin > wine sZ O, 


两 种 作法 ， 两 种 结果 ， A5 FERRE 呢 ? 
要 解释 这 一 把 并 不 困难 . ΠΥΛΩΝ 


aga ITS 2 l lo 22, 


2 2 2 


sin 
知 sin 2z 的 两 个 原 函数 一 去 cos 22 与 sin?w 之 间 ， 只 差 一 个 
常数 地， 这 与 第 一 节 第 二 段 的 定理 是 一 致 的 . 


2 _ df 2 
os) Je ijo 


1 | 1 . a Nm14-22 1 [ 1 
ANT -(1--α ΣΤ du 


O ŽE Sapo EE AIFF +O. 
当 我 们 ER NER PLUG, 就 可 以 把 中 间 变 量 % BERE, 
LSN Y oou. 1 y 
[5j 16] J UI da 2| cus V3 ο dm 


` ο 


E 2 cos ^/ φαν 2 ) =2sin Ve +O, 
gI 17] iE ° eV da = — Je-a(1) 一 一 g^ 4- C. 


[5j 18] [555 τ odua) = (n z)2+O, 


[5] 19] | L dio 


(6το sin ο η ὃς la 
-| 二 -二 一 d (arc sin z) 
(aresin z)* se 


l 了 


ac πρ. 
i * 


| 二 
"eza aresinzs ` “° 


L 
[5] 20] quu z de = "Jac το “2 
Ljeto- e-a q 
(&-F a) * (z—a) . 
| 1 dz — 1 —l d 


@v—a : -2a J «4a 


.. ΜΕΝ . 
ü aN d(e- τα) bee: zig 4€ Fa) | 


iE E, 我 们 利用 了 分 项 积分 法 ， 
思考 题 ”证 时 


| 一 7 dz - 1l. Ὦ + 
a2— x a  ic—a 


已 考题 证 明 
1 da - arctg 2 24o, 


a) -- gà 


【 例 22] [εαό σα; - [i= 2 yp 


1 if o. ° 
= 3 d 一 il cos2z d (2%) 


-1 o= sin 2s--O 


2 
yv o1. 
-— τω πο. Ὁ 4 b 
> y SInecosa TC, 


思考 题 ”证明 


| 2.1. 
[ cos? m ο = 可 十 > sin Φ«οος z+ C. 


j 


【 例 25] | sin! z+ cos? z dz = | sin?z«cos! z« οοξα do uc 


| -fente 2» d —sin?z)d( sin? 2) 


| 


(sin v -— sin tajd (sin v) 


4 sin? 1 .. 

=7 8 52 一 局 sm? a+ C. 
思考 题 ”怎样 求 不 定 积分 

| sin?" z+ cos? Σω de, 


J sin2^*1g qe dig de 


这 里 ， m, n EEEX. x 
[45] 24] [ cessas sin ασ. | 

=g |in 8+0) anto za 
= Hf ein sin ác da -- zl sin 24) "n 
-ΕΡ sin 4e (42) — -f sin 22d (99) 


OT u Ξ oos da eos 2z 4-C, 


sm v 2 sin Z, eos 2 
2 2 


1 P | 
x ασε. T (2) 


(J 25] .| 1 rer 


| sing * cosè- 
| 1 1 QNT 
- (LL. (z 
p= cos? — 2) 
"Jur d(tg 7) 
2 2 
gy : 
=]n t z 
| mtg to 
(01261 [ds Jaag” 
2 
1 "E 
一 d(z-- 5 
1. 7. 2 
nu meS 
m 
本 题 的 第 二 种 作法 是 : 
1 _ f cosg 
cos z de= | cos? 2; de = | — d(sin e) 
由 例 20 思考 题 jm Im F ΣῈ Me 


In sinz-r-1 
l—sinc 


1 

πρ +0 | 
- In (上 sin z) ° . (1 +-sin w) 
.d1 


(1—sin 2)*(I-Fsin D te 


-5 i In ER e . = =: ln (sina) a) +O 


l—sin?z . cosi m 


— 19 一 


—níiseez--igz +O 
请 读者 说 明 这 两 种 作法 的 结果 是 一 样 的 ， 
本 题 还 可 以 这 样 作 ; 
注意 到 
(sec z)'= sec wtg z, 
^ (tg e)’ =se g, 
用 一 个 恒 等 于 工 的 因 式 
secc + tg z 
seo T -+tg a 


去 乘 被 积 函数 一 =sec2, 得 


COS C 


J 1 de= | seca da 
οσα 


_ seco 
-|βόοω. Seet te e H 
ο Seoam--tgec 


dz 


= | een 

 Sseécd-tgc 

| d (sea e - tg z) 
seocq--tgz 

=]n seest tez: +O. 


思考 题 ”证明 


| 1 dz —1n'csoz—ctga|-4-O, 


sinc 
并 说 明 此 结果 与 例 25 的 结果 相同 . 
27 | - 1 | 
[p] 27] sin^ac + 3 cos“ z dz 


1 
— 000 = ]|——TT- do 
[πο TH) GCOS ` 


— 20 一 


l 
te x 
- I tyr (N 9)? d (tg α) 


BEAEAES 1 (ολο 


` t2 ν' ϐ 


思考 题 WEB] CH o, 0 兰 0 时 ， 


da 1 (2 ) | 
LL ---- πτοίσ[--- tg z)--C. 
| Pants ab ENS 5 


muc 
[1 281 |. 98 -- 22 az \ — (a3 —8gp — 2) 


Lt 


以 上 各 例 ， 所 用 的 都 是 第 一 换 元 法 ， 也 就 是 换 元 全 
AX (9), 它 是 复合 蛆 数 求 导 公 式 的 逆转 ， 它 把 一 个 不 能 耳 接 查 


基本 积分 表 的 积分 | f Lo()) o! (z)qz, 化 成 另 一 个 可 以 查 站 
«ο ος 
μου ο = | flo (34:951 
= IOS EÈ p(u) +C 


emn) 


这 里 关键 的 一 步 是 把 被 积 表达 式 f 19 (2)1 -φ' (z) de 拆 成 两 部 
分 的 乘积 , 一 部 分 是 中 间 变 量 %=gp(w) BJ ES C, 
| — fle(2]-fG. 
5j — Wy E P BJ Et u= p (n) 的 微分 : 
φ'(α)α —-d[g(a)]-—du, 

因此 , 第 一 换 元 法 也 也 做 凑 籁 分 法 .一般 说 来 , 所 给 的 不 定 积 
分 ,其 被 积 表达 式 往往 并 不 是 已 经 拆 好 了 的 ， η 
WR. 正 因 为 如 此 , 2 mper 86 微分 . 

在 我 们 运用 第 一 一 换 元 法 求 攻坚 不 定 积分 于 ， 以 下 三 角 公 
αλ AES IH BJ: ΙΙ 

同 角 间 的 三 角 量 等 式 


sin? 2- cog w=1， Ίἴρρ----- 
| COS X 
à fü. 半角 公式 
sin 2v = 2 sln z * cos a, sin z = -2sin 5 cos — 
sin? g = 1 — cos < ogg = 1 十 cos 20 
2 2 
RUPEAA | | 
sin ma sins - ---ᾱ [ooa(m--nye— -eos(m — ολα], 


COS ML COS Tur = 5 [cos (στι -+n)æ-+ cos (m -—n)u], 
gin MEI COSNT = Z [sin (m tn) c + sin (m — n) z], | 


习题 三 


ο ο ο πο, 
34698) cuum 7 


— 22 ~ 


(Ddge (TX - Q) = 40-22; 


3 
(3) cz 一 dlax+t b)  (a:60); 
(4) zdz = d (x? 4-1); (5) α  ἅας- ᾱ (8 --- 313): 
(6) -天 — (Ir == ο. ἄν ο); (7) re dre — d(g 7» 
1 ^— αι . 421. 
(8) VOI --------- dz = WK te z2-1); 


(9) cos GB- | m (z — -2J[ 


3) 
Q0) c dro, s 
2. XR | 

(1) e'*dz—d( ): (2) zdzx-d( Ἁγ 

(3) trdzr=d( — Y (4) -y do=d( y; 

(5) d. dz-d( 3; (6) Í ἄπ--ᾱ( | y: 

` z . i , T ᾿ 

-、 1 ] --. 
(Dude Ἂν D «πωηφ)άν-ᾶς 0; 
(9) vuU ); (10) sin gcos ede=d( 3, 

Vata | | 


ο ο. 
QD E dz —la(l-te*) +G; 


1 
} ἕ — "Ti q -- Το νο. T -l-i e 
(2) K —- 1 (cos z) --ἰς ϱ--ᾱ-1-0} 


(3) [sin rd = I sin? z+ C, 


(5) — da = -> a(l-—2); 


sin o [d(cos 2) 
(6) ο ο. 2) . 
x 


COS Ὁ 


-- 23 一 


- —razr 
c) [55 
J SIX 


COS' TX 


. Sun E 


| ους . 1 
(8 | C 


do- f 
COS" i 


dre s Ga) 


dz 


COSE 


= tge — lni coszi +Ç, 


ΡΕ BU 
(1) | sh du; 
(3) | shr:onzdr, 
(5) [Gr ο... 
D o 
(9) | sia (wi 4- p)di 
(11) fig 2x dus 
| (13) fce — cos bu J- 1) du 
(15) J cos 37 811 37 dx; 
an [i 


| S4 
r) what + r, 
(19) = dx; 


(21) EA 


(b x05; 


- ads 

ç 

b) — 
y= a3 — 1 ᾿ 


29: cda 
(20) | 一 < 一 一 一 ; 
X^ — Í 


(19) 


(12) !sin*(ot--p)df 


X Για! N 
Z OT 
ri- 2 


— (d. 
zi 45 


| 
| 
| 
| 
«5 Ia Gy DES 
») [εξ 
| 
| 
| 
| 
| 


(31) rår 6 


(33) — dz; 
> 


ln r ax 


5») w 1) 
(37) E cos 二 dz; 


(39) J 一 VZ ， lr. 


: 1 
(41) [ax -—D* άπ. 


(43) 


(4T) Je" d; 


cos? x: {ρα 


51 sin 2x x 
(91) Ja = 24) dz; 


(53) — z-cosrdz 
l-&in?z 


(85) | ~ U 


(1—aresinz)?/1—z*' 


1 {ρα 
—— απο. 
sin 2x 2 


1 
59 wF III r + 
65) Im d; 


j 
61 | 元 二 一 2. 
(61) Teo 55 


(7j 


(52) J ==: 


| 34 | 一 二 一 
(38) xv 3—ln?zg ' 


In (£+ 1) -lnr . 
— zürb ον 


(38) [2 G-2) az: 


tgv ae da: 
να 


(42) κο 
zz( 或 |- 1 一 dn) 
ὶ Tig? 
fel.. 

4 e T. 
(49) = a; 
(48) [As dz; 

0 5602 ) » 
(90) [τας —igz dr; 


(52) pae dr (a=0; 


(36) 


(40) 


(44 


(54) = tgr dz; 


1 十 2 


(6) J (2 — sec 22) s 


(58) [EXE 490527 


sin z 


εἴας 4. 
(60) | 1 二 Sin > da; 
1 


— ————. ᾖχ- 
l—coszxr ^? 


69) | 


COS r—B8IDn T 
(es) | saz-sna o, 
J sln z+cos r ~ 


1 tgr a 
05 
Ju a; 


B 
(67). | ginTzr-ocosš gedz: 
(69) | ἱρ4α ἅτ: 


(71) J ας ? dp; 


73 ein 21 ἊΝ 
(r3) K = uH 


(73) f cos 3x- sin 2zdr; 


(T) J sin z:cos(x 4-a)dzx; 


- 1 
09) rx 45 


(51) PPY! T 


2dt 
(53) E Lg 0 


dx 
(55) | ΠΠ“ 


61) = cosrdr . 
2 σος 2x 


1 


dx 
M Z+ z2 


3 


(89) | 


ax. 


1 
01 
ου vus 


2. 第 二 换 元 法 ( 作 代 换 法 ) 
上 面 我 们 学 习 了 第 一 换 元 法 (或 竣 微 分 法 )， 


一 -26 --- 


GO 


(2) 


(4) 


(78) ; cos 2: cos QT. cos 3a dar; 
eo Jes an 
ΙΙ 
(59) | y ei. 9. 
(86) FER ends. 
(88) == 
(90) = Ə am; 
E W B6 30, 


一 个 比较 复杂 的 积分 | f[p(a)] p Gde 化 成 可 以 查 表 (或 
典型 例题 ) 的 形式 | f Gode. 

但 是 ， 我 们 也 往往 遇 到 相反 的 情形 ， 要 求 的 积分 是 
(Odu, 形式 上 虽然 简单 ,实际 上 却 很 难 求 ， 这 时 , RNA 
设法 作 一 个 代 换 

WU— 9 (9 
把 积分 | fondo 化 成 


ο dg 03 ο 


如 果 后 者 是 容易 计算 的 , 那么 , 问题 就 解决 了 ， 这 相当 于 从 相 
反 的 离 向 来 运用 公式 (8)， 我 们 先 看 一 个 例子 ， 

[Ë] 29) x [η du. 

解 ， 这 个 积分 不 能 从 基本 积分 表 中 查 到 ， 也 无 法 用 第 一 
换 元 法 ， 这 时 ， 我 们 设法 作 一 个 代 换 ， 以 便 把 被 积 函数 中 
的 根 号 去 掉 ， 然 后 倒 过 来 利用 公式 (3)， 看 看 是 否 容 易 积 
分 ， 

A&N u =v, 即 作 代 换 


于 是 l = 1 7 


du = d (e°?) = 22 de, 


[m | 1 Ωρ] .| 
l+z 


~= 27 —. 


| i 
=2[ jas- | i 十 多 d 
-2[r—1Ia|i-cz|j--0 
απών ot VT ntVDItO 
我 们 看 到 ， 作 代 换 &% 一 巡 ， 再 把 公式 (3) 倒 过 来 用 ， 葡 能 
求 出 不 定 积分 |— du， 这 种 求 积分 的 方法 叫做 第 二 换 
元 法 (或 作 代 换 法 ). 
在 习惯 上 ， 由 于 所 要 求 的 不 定 积分 的 积分 变量 往往 记 作 
ο, 而 不 记 作 u, 因此 , EER 29 又 可 写 为 
1 Ar =t 1 3 
| de cm. 14-4 de) 


ΓΙ sup ο (10-1, 
-| 地 2tat—2| 1+t di 


ο jef 


 =2[£—]In 1+t|] +C 


(Y 2 op —In(1+ 2)]--C. 
这 里 , B Tff S| ET HRE t, ΕΒΕ BJ 555555, 
还 需要 把 上 土 的 函数 还 原 成 原来 的 变量 2 的 函数 ， 这 就 要 求 从 
MERK e= t h, RELER =N 2 来 ， 
ie i 29 的 作法 一 般 化 ,不 是 


| f (da SEE οσα 


- | fte(51-9 (Dat E a( +0 


-EAE @[o-1(a)1 +0, 4) 

HBUTCGEGIYRESRI, 3240368832 α--φί A F Pñ {-- 

9 因此 ,我 们 假定 代 换 o— gl) 是 可 微 的 ,并 且 p (2 κο, 
TE, 我们 有 

定理 2 第 二 换 元 法 ) tce-ge() 是 可 微 函数 ， 且 φ’ (8) 


| fte(03- (dt - 9() +O, 6) 


E f (a)ds- δι (e)) +0. (6) 
函数 
由 复合 函数 微分 法 及 反 函 数 微 分 法 , 有 


d _ τω dd di 


BD) ΒΘ (ep (0). (3. 
^H | T 
= {}[ῳ() 1: "(p 4). uem 


= flo (015-29 f (a). 
于 是 (6) 式 成 立 ， 了 | 
(6) GE. ΕΠΗ OR, 03 (4) 5158: BERE JR A. 


Q--]l . 
339] - IL T 
[3 [ντ 


δι ΓΙΝΕ, S V3r+i=t, 即 作 代 换 


3 2 


二 是 ztl 8 |l p42 
V 3v 1-1 t οὐ ^ 
ΝΙΝ 1 如 一 工 | 2 
ἀα-ᾱ[----) 2 dt 
从 而 
slat 
| z+ Í MAREM | 
J/3z--l 
1 1 
4. 2 ind 2 
-Af ona «θες +O 


t= V 3z-+1 1 ig 932 | ο 


P (Sz 4-1)2/5-- C, 
思考 题 1 证 明 
ee 


一 6 In (M +1) +C, 


提示 ， 作 代 换 (BD S 2 = 办， 

思考 题 2 ” 当 被 积 函数 含有 一 次 根 式 vae b 时 ， 作 什 
么 代 换 合适 ? 

下 面 介绍 当 被 积 函 数 含有 二 次 根 式 V a^ 8? , Vate, 
V a? —a? 时 ， ΕΤΩΝ. | 

显然 ,仿照 上 面 一 次 根 式 的 办 法 作 代 换 是 行 不 通 的 . 

这 里 的 办 法 , 是 运用 三 角 恒 等 起- 

1— sin? į = cos? t, 


1 


Lrtg^t- cos {7 


— 30 一 


1 7 或 seo? ° 


把 根 号 下 的 两 项 (平方 差 或 平方 和 )， 化 为 某 -- 个 函数 的 完全 


[ 例 31] μπι, (079). 


ER. DA i 
/ a2— m Aa — = J an (! (15 | zy) ai -(2), 
所 以 可 作 正 统 代 换 
Z asint —T <ta 
σα 2 2 


(c I ib s GE RE t -arcsin Z 的 主 值 范围 之 内 ) 
- ον 


δι 


F— ας 9 δέ .. 
Va — a =ay1—( Z) avlt 


—a/cos!i =al eost| =a cost 


(因为 当 — < t< Bt, cost>0 ) 


X dv —d(asint) = q cost qt, 
从 而 
A^ > == n Qin i | . 
IN "νυν 
2 2 1. | ， ) 
— q^ | cos“ t dt = o° (++ I-— sin £«eosz-4- O 
| 99^ 1 


Ὁ 这 里 , PATE- ATA 22 的 思考 题 结 果 


| cos? x dr + sin z*cos z+ Ç, 


— 31 一 


e 
c (t+sini cost) +0, 
2 


为 了 将 新 变量 i 还原 为 原来 的 变 
E oc, up DAR d [S dR HS XX o —asint 


或 一 =sint， 作 一 个 直角 三 角形 (图 
1-3 1-3) ,使 它 的 一 个 锐角 为 二 X13829 o, 
ΑΙ) a, 从 而 邻 边 为 aa^, 这样 ,就 有 


US — f 
a^ — z? 


再 从 e= asin 中 反 解 出 


: £ 
L= arcsin —, 
ὦ 


于 是 所 求 积 分 为 
^ fna 
[es Za de= 5 (aro sin - ο 
2 
= asin gA αἲ — a 十 


思考 题 “试用 正 绢 代 换 
w=—asint (a0) 


、 da £ | 
证 明 r+ (a>0). 
[ijj 32] x [—— EL (670. 
解 ， 注 意 到 
^/ a^ Jg? του )-a/i-(Zy 


Ti 1-rtg*i- 


cos? ἐ7 
AIE, A TE IET E 1o A d 
"E HB c—atgi (-5-: «5, 
ju 
— x 4—-tgi — 
JEFE -a14 (2) Le αντ 


σος” z | eost | cos £ 7 


Ἔα J R. 再 将 
dz=d(atet)=a _ 1 
CO 


Si 


di 
代入 , 便 得 到 


1 1 1 , 
Er RC e 
cos š 


-| l dí —1ln|secí--tgi|--O, 
Ο08 1 


(这 里 利用 了 上 一 段 例 26 的 结果 ， 


| 1 dæ =in|secg+tgs| +0 ). 
COS ο 


最 后 ,为 了 将 变量 还 原 , 可 根据 代 p. 
PREX v—aigt EE Άι = 8118 (E J> z 
1-4), 这样 , 就 有 
sect— MATER, 1-4 
z 
[ρί----, 


从 而 所 求 积分 


=In| vata -Ez| - Ina C, 
--Ίπιω Ενα Γα.|- (0-0;—1na), 
思考 题 “试用 正切 代 痪 
w=utgt (a>0) 


μα =  — - = 


证 明 


g? Co ——— α Ἢ . 
[0] 33) R|- dz (a>0). 
Aq — a? 
B. TE E 3] 4X 46 


s-aset (0<t<E), — 0l 


则 x 
V 22— a? = Va? sec? i— a! — s/a” (sec t— 1) 
—a«/ig*t —a|tg t| —atg t, 
dæ —d(asect)--a — gt, | 
COS“ i 
T 


| 1 da- | Í » sin 
Na? — a? ati cos’t 
fi μι "mn 
-| dt = In| sect | tg t| +O | 
Q a 


—-lnie4- Va?—a?|--O (σ-Οι--πα), 


— 34 --- 


ο] σα, Blze>a 


说 明 κ 
R e< —a. ο “>0) 的 情形 , 因此 , ΒΕ 
BIOL 是 合理 的 .至 于 "和 < 一 4 (从 而 ”<0) 的 情形 , 可 


以 先 作 代 换 e= —uu 于 是 


J a? 一 02 ^u? — a? | 
= 一 | du (> G) , 
f 1 — 


对 于 积分 πε. ΒΑ u>a, 也 以 可 以 利用 上 面 的 结果 
得 


le -+o, 
Vu’ a? 


^n — αἳ 


——. —In| —z+ V e—a? | +O, 
| 1 


| — &-- ga? 


- +0 
πο πα ü 
— 1n | TEN 化 — qa? C 
(=p, o — a? y (e 4- A a? — + i 
— 1n |e-r V 2? — a? | - 1i a? - C, 


< 5 a 一 


=In|e+ /22—a2|+C  (0-0,—Ino5, 
因此 ， 不 论 σα εως —&, 都 有 
| Í let 237 | 150, 


A/ m^ — a 
为 了 做 题 简 便 起 见 , 以 后 不 必 再 分 情形 讨论 , KERE c 34 
作 正 的 来 做 就 行 了 . 


思考 是 JAB ΕΜ VE: 

EE c—asecti (a0) 
证 明 

| 一 dæ < 1 1 

mp) a Vw —a? 

ΜΗ 31, 例 32, p| 33 及 几 个 思考 题 , 我 们 看 到 ， 当 被 积 
函数 中 含有 二 次 根 式 

op, Xara, Xa —a! (a0) 

时 ,可 分 别 作 代 换 


和 一 4Smt Φ--αἰρί, v-—asecíi 


1 7 
— —4- arc See — -- C, 
a a 


试 一 试 . 

以 上 方法 ， 有 时 也 称 为 三 角 函 数 代 挠 法， 它 是 消除 二 次 
式 根 号 的 一 种 党 用 方法 当然， 二 次 式 去 根 号 的 方法 并 不 是 
唯一 的 ， 下 面 ,我 们 通过 例子 再 介绍 两 种 方法 一 一 双 由 函数 
代 撞 法 及 倒 代 撞 法 ， 

【 例 34] 用 双 曲 函数 代 换 求 不 定 积分 


= dx (a>0), 


| 1 
J a/g? —a 
HR. JESUS X 
ch?i-—sh?í—1 或 ch*i—1-sbh?f, 
JUI VEXA RIR o acht, 于 是 


— 36 一 


Mma = va eh ta | 
= ach? i = Va sh? f = a sht, 
dz --d(acht)-aeshtdt, 
| -二 一 az=| 1 Go sh t gt 


/ m? — a? ashi 


从 而 


= [41 —t+O.,, 


为 了 将 变量 还原 成 zs， 需 要 从 代 换 函数 e= acht rh E 
解 出 1， 为 此 , 将 下 列 两 却 


w=acht, W/m—a —asht, 


tı a-t n t pT? 
Er m= 0 — , /pa g e > — 
相 加 , 得 到 αν 0 ae, 
| / 2 — på 
et = d 一 A ὦ ; 
从 中 反 解 出 
-ᾱ---ᾱ 
tomte a I+ P=) — Ina, 
于 是 
|] not V t$? —a3) —- Ina 4-C4 
A; dU — 


--Ἱπ(ω-- σ--αἲ)--ο (--0ι--ἴπα), 
1 | 
35] R |] —— dr (ασ 
(N35) [πάτο 29. 
解 ， 本 题 用 正切 代 换 p=atg t, 显然 是 可 行 的 ， 这 里 要 
介绍 的 是 另 一 种 代 换 一 一 个 代 换 ， | 


e= Ml 


— 37 一 


1 1 {2 
Jart 1]. 1 /fantl 
ΒΝ ΤΙΣ NVP 

i^ [3 
---------------------- sa 
να. T vati 


于 是 


EN x ° |== t 
l τις τη” g 3 | s= l Ft +1) 
| _ 1 ; 
一 -二 VETIT+TC 一 -一 --- eic 
a a 化 


aio) +O, 


倒 代 换 o- 二 对 于 形 如 


-— de, [ος πατε dc, 
αν a^ tw οὖν a? +m 


1 1 
|== === “2, iR, 


c^ c^ — Ga 
/ 58. -3 5 
a cC \ 2 一 Q 
p 4 de, J Ada 
化 


ΨΚ ΗΠ ΕΠΟ 者 是 通用 的 


[5] 56] |== /Dm —8m —1l TA rex στ 


- wa 
-— --- 


以 上 我 们 学 习 了 两 种 换 元 法 , 所 用 的 公式 是 
[fto (1 v GO de fwa 


33175 | f(w du ŽE F(u)-4O 


EO pO — 9 


js (pd SL | fle(D1are(O] 
πα Ιώ] Φιξ pa) «c 


ο ο...” 
不 论 (3) 或 (4)， 它 们 都 是 与 微分 法 则 中 复合 函数 求 导 公式 相 
对 应 和 的， 这 是 两 种 换 元 法 的 共同 点 ， 那 么 , 它们 的 不 同 点 是 
什么 呢 ? | 


— 39 — 


MRAR- MeL HC BJP Εἴ L CPU I P CAI i δε 
换 成 一 个 变量 ( 即 令 g(z) = 这 可 看 作 是 一 种 简化 ) 3 8, 
第 二 换 元 法 却 是 把 一 个 变量 换 成 一 个 函数 ( 即 令 % 一 g(t)， 这 
在 形式 上 是 一 种 繁 化 )。 不论 简化 还 是 繁 化 , 目的 都 是 把 所 求 
积分 化 为 可 以 查 表 ( 或 有 现成 结果 ) 的 情形 ， 


2j RH 
1. 求 下 列 不 定 积分 
1 . 
» f Jr” v) leot 
(3) ja (4) [y= 一 == ας 8; 
Ea © |== az, 
(7) je dz: (8) J V a? — x? da; 
D [—L— às; a9) = da; 
(11) J - AT da, 
2， 用 倒 代 换 求 下 列 不 定 积分 
D === s e == Ἡ 
Er o farm 
3， 用 以 下 几 种 代 换 求 积分 |— = 
EVT—L 
(1) z-==sec?; . | (2) α--οδοί; 
| 7 (3) = - š (4) z=cht; 


(8) $ /z2—1 =t, 即 z= NU, 


| | 1 
AIT dé - ΑΝ. .— . ——  — ñ . 
i. ΒΕΛΗ ΚΑΕ Joe da 
(1) ET (2) x—atgt; 
(3) z—ashi, 
5， 求 下 有 列 不 定 积分 
x? " (d ' 
(3) = dx; (2) | Jite da 
e^* dr 
5) S eza. ° 
6， 求 下 列 不 定 积分 
dax ο. Ü dz 
1) |———s.: 2 
n - ETT 
dz | ædr 
3 e Δ) ; 
ο V 3+2z—z2 eS «nr 
| | dz 
(3) σος (6) | αν 22 十 37 一 至 
| dr 
Sy |_ LS .. 
Ç | lcm DOSE 65» Jo ZEE 
D |. — S. 
( lx 


2.4 分 部 积分 法 


运用 两 个 简单 法 则 及 换 元 积分 法 ， 我 们 已 经 能 计算 大 量 
的 不 定 积分 ， 但 是 ,还 有 几 类 经 常 要 用 的 积分 , 例如 


fa cos c da, E dz, |: hn z de, je sin z dz, 


Jaresina dz, JinG+/1+2D4z, J E do 


sin” m 
等 等 , 还 不 会 计算 .为 了 计算 它们 , 需要 利用 分 部 积分 法 ， 
分 部 积分 法 是 微分 学 中 两 个 函数 乘积 的 求 导 法 则 的 首 


定理 (分 部 积分 法 ) Ru-ule), v=o) HETH B 
数 , 并且 ω(ω)» v (2) δι)" MOE STEES 则 有 分 部 积分 
公式 

Jute) «υ'(α)άα--. uz) vw) = fola) "3 
Judo u-»— |»ds. E x | (1) 
[证 】 在 函数 乘积 的 求 导 公式 m 
[u (2) * «υ(Φ)]' =u (a) ο) ο 2 ' (a) 


ο. [f ode = £6) +O, 4 


u (a) «υ(α) = lu (gy) dre uto b (a 


( 左 端的 积分 常数 合并 到 右 端 的 不 定 积分 中 )。 移 项 , 便 得 到 
分 部 积分 公式 κ 


|. (x) VL) de —-u(m) «v (a) 一 (u (z) ° , (a) do, 


或 fun- uv [vdu 1 

运用 公式 (7) 时 ; ο u RMA do, BR 
积分 化 为 fudo 的 形式 ,然后 转化 为 去 求 积分 | 2 du， 而 这 后 
一 个 积分 应 当 是 比较 容易 求 的 . 

[Ρ] 37)  Jacose da, u 

解 ， 先 把 积分 | zcoszd. 改写 成 ad (sina), BOR 
w 一 4, 0 一 sin z， 再 根据 分 部 积分 公式 (7), 就 有 


— 42 一 


( ` os ( 4 | 
[ecosz da = | zd (ein æ) HL zsinz.— | sinade 
. ! t T7. Ί 
u v “ ov 1) u 
—- vsinc-4-cosc--C, . 


[0 38】 求 foede, EMEN 
解 ， 先 把 积分 | ordo 改写 成 | ode. R use, 
s=, 再 根据 公式 (7), 便 有 
OT 
=w" e 40e (z—1)0, 
当然 ,初学 者 也 可 能 先 把 积分 [aerdz 改 写成 了 | ra 人) 
然后 代入 公式 (7), 即 


2 2 ^ 
Jords- Jea( g) > e - Fg a 
S! to 1 + + 
u v u U y εὐ 
— m e” — ;| 2 οὗ A 
=- |z 6 σα, 


由 于 化 出 来 的 积分 [ehe do 比 原来 要 求 的 | zerdz 更 为 复杂 


因此 这 种 选取 v, o 的 方法 是 不 成 功 的 . 
那么 , EN. M ERE XH ucl v Ua? 
观察 公式 (7)， 


[udo uo - | du. 


它 把 所 要 求 的 积分 | udo 转化 成 积分 | odu, EXE, uwa 


一 43 一 


34 πα Μα MANE 
应 当 较 前 简单 ， 以 便 使 新 积分 | ode 容易 求 出 ， 
【 例 39] + |z In e dz, 


解 ， 先 把 积分 改写 为 


Jemedr=|Imoa( Z), 


BUR u= In, 4 一 --， 由 分 部 积分 公式 (7) ,得 


39 
2 2 
-nv +O 
s nay] ο 


当 被 积 函数 不 是 两 个 函数 的 乘积 ， 而 是 一 个 函数 ， 例 如 
In z, arcsinz, Vota’ ，… 时 ,也 着 用 分 部 积分 法 ， 


| [5i 40] EX | are sin z do. 


Bi. i u= arcsmx, do = dx, BD» = 2, n 
(T) 


fare sim edy T.Aarosinm— [κα (arcsinz) 


徽 出 来 


αμ πι 


zarosing 一 | >， 


— 44 — 


= mare sin z+ 1—2 +C, 


ryw 


[Fj41] š :| VT cades (a0), 


解 ， 设 u= Va ra, 


BA 9) = Q, 


则 


一 可 一 一 一 (T) M. y ' 2 
Iv 22 + a? da: 一 一 Ë d CN m ) 


S XC —— à 
Hep y, JEFE [ο 5. da 
. Jaita? 
2AN . 2 
—— (g? 4-095 — a 
Ἂ (gy Κη. | 


x 


A dra 


— í a. 
=p 25 + a? Tis v^ 4- 6^ da 


+a? In 1a 4- Vetta? | +O, 


(x E39 419] T £ — zu iA rR PI 392 BJ "P" 积 分 
| ex dv 虽然 没有 直接 算出 来 ， 但 是 得 到 了 关于 它 的 一 
个 方程 式 , 移 项 后 , ERER E WE Lh Ἂς | 

aj Vota da ae v aca? +ainlo+ oa? | Cs, 


Fy 
(^ i 5 `x . CY. 
Jt jn w vate U G a m), 
2 2 


BZ TCU] 
— 45 一 


— T D Óráem—— 
[Vae s V z — a, 


-号 nivw+ Va?—a*| --C (a>0). 

从 以 上 各 例 , 我 们 看 到 , 运用 分 部 积分 公式 (7) 求 积分 时 ， 
一 般 分 为 四 步 

第 一 步 ,“ 选 人 v^. MAR v, v, 把 所 求 积分 | io da 
改写 成 [dos 

第 二 步 ,“ 代 公式 ”， 即 利用 公式 (7), 化 出 一 个 新 的 积分 
jau,， 它 与 所 求 积分 [udo 相 比 , 不 过 是 把 u, v ERT RS 

第 三 步 ,“ 微 出 来 ”. 即 把 化 出 的 新 积分 | o du 中 的 du t 
出 来 ,使 之 成 为 |o.w dv, 以 便 计算 

第 四 步 ， 算 积分 [vw de, 


这 四 步 中 ,关键 是 如 何 选 取 4 和 w. 
应 当 捐 出 ,对 于 某 些 不 定 积分 , 有 时 需要 连续 几 次 运用 公 
AU). i 


[@] 42] = |: cosc dz, 
解 : Je? cos z da AM. | st dena) 
MAR sin z— [sin t d (c?) 


g? esin c — E 'Ssincde, 


XETJR— ABUS [osi ade, 先 改 写成 [ed C- cos z)， 然 后 再 
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用 一 次 公式 (7), 便 有 
| sin z az - JadC— cos c) 


-& v ( — cose) - |C-cos e) da: 


== —wooswt | cos v da 


= —«cosz-sin z4-C,, 
RAEI, 得 到 
|2eoszdaz=mesine 一 2(-。 cosg - sim ἃ -- C3) 


=w SiN z--2z*coac— 2sin c ο 
(O = -201). 


[5| 43] K Je sinc «c, 


解 ， Je sin o dy t [sined 


~ 


&«sin z -fe d (sin z) 


微 出 米 


εὖ sin c -fe cos z dz, 


对 于 积分 j coswdz， 再 用 一 次 分 部 积分 公式 ， 


στι, U 
| cose do 8. | cose d (e?) 


AA og 
dax E” "Cos d — fe d (cos æ) 


"ITE 


g” «005 € + Je sinc dom, 


RAER, 得 
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A V . 
nV 


e 


-- πα ng bg a aont 


MT : 3 
fe αἲτι m da — οὗ (sin 光一 608S 2) 一 fe Sin m de, 


与 例 41 38pl, AIT RI kao fe sinade 的 一 
个 方程 式 ， 把 方程 右 端 的 积分 移 到 左 端 , 得 
2|e sina da —e* (sin z —cosz) +O, 


(由 于 此 式 左 端 为 不 定 积分 ,因此 右 端 须 补 上 任意 常数 Ca)， 
从 而 | 
(e sin edo = (sina — cosa) +? ( 一 S). 


2 
[5] 44] 求 积分 x 
ο sinózdve, Το je cos bz dz. 

解 ， 对 这 两 个 积分 L, Ia, 分 别 利用 分 部 各 BRA T), 


, if. 
{ιν 一 | ε΄" gin bz dz =— | sin bz dlet) 
(š . 
(7) 1 aZ. cj ax 1 ` 
= —| “sin bc — je? d(sin bz) 
lu bí. 
—-—.g.snbr—-—ieeocosbodz 
G a 
1 b 
= — et, slm br —— I. 
a α 
.- 1 
Ia = | g”? «cos bm da =— | eos bæ d (ef?) 
C - 
τ f [ dz σσ] 
=== πεν cos ρᾳ-- |e"*d(cos bz) 
πα 1 b aT ` 
ate cos br- — |e. sin bm d2 
aos Qoa. 
ZZ «cos bet — di, 
q 
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于 是 得 到 两 个 关于 In L, 的 方程 式 ， 


1 ον + b 
T, = — g" esin bw- — 7ο, 
a d 


| 
[ο ----- ος cos bz 2- I, 
B] | al4-- 601. = e? «gin bE- Ci, 
ala-—- bI --- ο «οος bv- Cs, 
解 此 联 立 方程 组 ， 但 x 
EE g” aC pO 
l=- Lp (asin 6c — b cos ba) + C ο = — a L 
et? .. ES | noa 
Í, = OS as a οος Den) + ο 0-7 E 


(a sin bg — b cos bz) +0, 


P! je sin bz da — — — 


az Jy. ..... in Ar- n 
L.X — i * 
| cos bz dx (b sin br -a cos br) τό 


ee 
a? 4p? 
AME UA Ee D, 我 们 看 出 MM 
QD 如 果 被 积 函数 是 两 个 函数 的 乘积 , 或 是 一 个 较 复杂 的 
函数 ,例如 


o. E arcsinz de, jo arc tm T da, | c" an badz.. 


τ FC 5 τ 
Je cos bz da, |» c^ + a^ dz, Im (w+ vw ta) d> 


等 等 ,那么 , 都 可 用 分 部 积分 法 试 一 试 。 

Q) 有 时 一 个 积分 需要 连续 几 次 运用 分 部 积分 公式 CR 
能 算出 来 . EE 

在 连续 运用 公式 (7) 时 , E— RAE uo ng x, — i 
TROK P N JE [H] 2S e 3€ E Tu e i] 49 «p, CHI — A ἘΚ 


— 48 — 


,而 选 指数 函数 e Ἂ 9). 不 然 的 话 , 做 两 次 分 部 积分 之 后 
就 会 出 现 恒等式 
[udo | ud», 


等 于 没有 工作 ， 这 正好 象 走路 一 样 ， 往 前 走 了 一 步 ， 又 从 原 

路 退回 一 步 ， 结果 仍 在 原 处 未 动 。 这 是 我 们 运用 分 部 积分 公 

式 (7) 时 , 需要 特别 注意 的 . MEE 
利用 分 部 积分 公式 (7)， 还 能 导出 一 些 很 有 用 的 递 推 公 

x. mE 

[545] + siede GREER). 

解 ， 当 n 一 1，2， 则 积分 为 


| snear- —cosz+(Ç, 


[sinza -2—5 sinz+eos=+O, 
因此 , 只 需 讨 论 ">3， 我 们 利用 分 部 积分 公式 (7)， 
[ήσαν | sin" tmesin s dz = | sin" ed (— eos 22) 
C) intel: nni 
== gin s. (—eosz) — | C7 eosa) d (sin (t) 


微 出 来 


— sin" 1 æ» cos m+ | cos z* (n — 1)sin""? z-cosz de 
= —gin""1p:eos m+ (n— DJ cost mesin"? mde κ 
ου πμ. Dja —sin? æ) «sin'-? e do 
一 一 Sin2 !vcos c -- (n— 1) | η” z da 
— (m - | sin" m do, 
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将 等 式 右 端的 OA 一 D) | 5η" α ἀν 移 到 左 端 ,得 
[r (n—1)] | sin*z dz 
= —gin" lg*cosa-4- (n-1)| sin" æde, 
于 是 
1 1 ° 
| sin" g dx = _ sin?" lg, coset | sin” z dz 
(139). ` (8) 
(sicud A. MARAH | sin"wdz RA A HOR i 
来 , 但 每 用 一 次 公式 (8), mn 就 降低 两 次 , 连续 运 zZ Hj, BR Ας 
到 积分 | ἀπο ἂν 或 | sm edz， 从 而 使 问题 得 到 解决 ， 这 也 
就 是 “ 递 推 ” 的 意思 


例如 n=4 时 ,有 

sn gde === x. —  sin*a«cosa-- 7| sin^zdz 
ool ans Qa S( 2 lang. ) 
— j 3m c osetis zsng cogs )--C 


= _ sin? c eos z+ (@—sinz+eos2) TC, 


1 


ΠῚ sin w+ cos ο sin’ gda 


1... 
— s SIn % * GOS 2 


4 l a 2 [s | 
tz 3 Sn wor. sinzdz | 


1 . 4 
= — —. Sint m. ços g— — sin ?g«cosg— cosa +O, 


5 15. 15 


ΚΕΙ 当 % 为 奇数 , Bl π-2}-1(}--1, 2, …) 时 ,不 
T5] XE EC) ,怎样 直接 求 积 分 
Jsin"ada = | snzrxodos 


X, n 为 偶数 行 吗 ? 
LE 2 PEUH 3$ EZ 3X 


Μι ] . 
| COS" m da = Ur cos" 1g.ginz-- 


Y . . 
" | cos" 2, dz 


(n2:8). (9) 
Un 46] - 求 [— ἂν 名 是 正 整 数 )、 
Sil C 


DEM | 
f. fp n-1, BU | l o= ln tg 2. LO, 
. Sin a | 2 | 


dx-—-—ciga--C, 


因此 只 需 讨 论 n 宇 3 的 情形 ， 我们 仍 用 分 部 积分 法 ， 
ο X 


sin"^gy sm*?*c 


Do esee [Crete ( — Ly 


“1 1) EU: 


cos ὦ (n -- 2)s8in"” 9 ο. cose 
- πο ο go 
sin c 


COS X gin”? gecot æ 
== — — 2) | 30 eon da 
S1). c | sm ti | 
QOS q GOS (v 
-— I (n-3)| 9052. qu 
sin” ig sin’ g 
COS m 1-—sin?^c 
— l3 ti | n (n-2)| t PH e 
-iil | Sin dO 
COS I 1 
| det (n-2)| — da, 
GIT ? in" ^ TE 


将 等 式 右 端 的 一 (n 一 2) | 


[+ (-2)1 | 


z 移 到 左 端 ,得 


- de — cos z 一 十 ολα da, 
sin" z E 
于 是 
1 1 GD3 2 Q--À 1 
| πα 1 +j sin" 2 4 
(n> 3), (10) 
例如 n=3 时 ,有 
| d da Gao _ L ο. Εφ] E da 
sin’ z 2 siz 2Jsing 
LL 1 COS T 


1 
ΣΙΝ +O, 
考题 ub EEA 
| 1 


d i sin 2 n — 2 1 di; 
cos" 2 n—i ου τα | Ë | 
(1359) (11) 
当 %w=3 时 ,公式 (11) 即 为 
1 - 1 sinag K 1 
τοῖα 773 cose '2 cos ον 
_ 1 sng +i 

xT, Pl 


--- In seez-+tg «| +O. 
siis e eaa 

1 MEM 
[0141] R| aap de (350, n 是正 整数 ) 
解 : it u= (a? -t αἲγ» ? do = dz, fiij 
| e t L 
| (α΄ 4- a° 


a 


1 
(a αντ -jzal erra 
wig jeg i 


uo T o. — 2 f 42|-n-1,0 


+2n|= -— dz 


y2 


(ων + a?» — qa’ 
ton] rad 44 


a 

2 

oOo g 
δαν 
jare c, 


στο 移 到 等 式 左 端 ,而 将 左 端 | 


移 到 右 端 , 得 
| 1 _ 1 d 2-1 1 


(G+ a?) nti Ana? (ο +a?) n Ma? (22 十 a?) n da 


(n EEX, Bp a= 1, 2, +), 


(2 rpg 


此 式 可 改写 为 
1 Hu 1 " | 
| 2(n—1)a? τα 


2 (ηι-- 1) 一 Ἢ 1 
Ima J (s aii 
—_— 1 MEM 
(2n—2)a? (+a?) "Tt 
， 2n—3 1 | 
^ (2n— 2)a? orna da 
(n 2, 3, e), 


da 


于 是 得 到 递 推 公式 


(Fa) 9? — (δι 5) (ας Κα" 


.. 2n—38 | 1 


σοι δα | Tid 


— 54 — 


(n- 2. 8, ».), 12’ 
每 用 一 次 弟 推 公式 (12)，n 就 降低 一 次 ， 最 后 出 现 的 积分 大 
一 上 的 情形 


J — da = L aro dg 2+0, 


从 而 问题 得 到 解决 . 
例如 n=2 |, 有 


1 (12) 1 ~ , 1 | 1 
| ἂν y 2a* "arab δα 2a? sg “0 


(c? + a?)? 
Lol. v t, 
2a? αλα. | 2g? 


- (2 T + lare tg «ΕΟ, 


gta 
n=3 W, Ἡ 
1 a2) 1 q 3 | 1 
/| 
| do 40? (ο + a?)? 4q^ (α΄ 4- a2)? 化 
i, o 
Δα’ 《22 十 C )? 
3 1 š -Qq ) 
T 4a? 2a c= tu etg τό 


1 | voc "E 3 [= 
4a? L (e2+a2)2 2a? Na? +a 


分 部 积分 法 有 时 还 与 换 元 法 结合 使 用 . 
[ 例 48】 sk EEE ao, 
解 ， 设 ο’ =t, B] $ = In £, jul 


arcigpe^  arctgt 
€ 4 ? 


2 二 二 arc tg 7) +C. 


de —d(In t) — dt, 


— 585 — 


于 是 


, (setze dv ŽE [515 


ez 


分 部 积分 1 


zJ 


(1) fa sin r dz; 


2 ML 


(11) ja πας ο 


(13) J d 


qaem 
mE 


iu 1:2 „|a 


x 1 z 
—— arete 所 十 和 一 
e" 


ZL a= | aro tg ta(-4) 


1 
— Cor (arc tg t) 
di 


(A+) +O 


In 


n 


5 I (1-75) +C. 


题 五 


(4) ze" dz; 
(6) Je α΄ r)e tax 
(8) [αατοεῖα z ἂν 
(19) [55567 dr. 
= 
(19) Iz Inzdz (2 是 正 整数 ); 
(14) Elam 1-27) dz; 


ν1--α 


us 


U 


(15) | sin r- n (tg r> d>; 


(17) J z2e32 dz; 
(19) [Gh Dost z dz; 


(21) Jsu zdz; 


e» as e [rds 


3， 求 下 列 不 定 积分 : 


C 


(1) farc tg rdr, 
(3) J In? z dr; 


(9) | ere sin z)? dz; 


， 求 下 列 不 定 积分 
£ 

(3) [= sinV x da; 
1810 ἶσ 2 

5 κ. τεῷ" 45 
arcem x 
(7 e= == 
(9) In (tg λα 


s1n2 g. eos” z 


ox joe sin z dz, 
Ἢ ---»λ t Feo sU d ARCUP Me, ESERE voe d ER/D, ， 
箭 起 飞 时 的 质量 为 M = 14000 Fre, xg ETETE, .. 

为 M (9 = (14000— 705 FH, DE 
HEEE 7 v0) = giud AMG) ike 100 #pBF, OX 


过 的 路 程 ， 


(16) le eia z sån; 
(18) |x?cosnz r dr; 
(205 fa are tg z dz; 


(22) [VF m zdr: 


ret dz , 


25 ra” 
KETT (55) Iam dr 


(2) | ar tgv z dz; 
(4) | In (z4- V 1-x*)dr; 


(6) | sin (In z) der, 


(2) | raz; 
1810 COS 2 


(4) [555 (1-- EE 2 dz; 


(6) E (arc tge) da; 


(8) [25872 d> 


J sln z+: cos z ? 


REJ S SIB E FË, A 


A 0 
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第 三 节 简单 初 值 问题 一 - 
不 定 积分 的 简单 应 用 


3.1 EDITI: 


在 第 一 节 第 三 段 ， Ri 说 过 ,一 个 函数 的 原 函 数 有 无 家 
多 个 ,它们 彼此 之 间 相 差 一 个 常数 ， 但 是 , 在 许多 问题 中 , 我 
们 感 兴 趣 的 往往 并 不 是 这 无 穷 多 个 原 函 数 的 全 体 (不 定 积分 》 
而 是 某 一 个 特定 的 原 函 数 , 在 几何 上 , 就 是 一 条 特定 的 积分 曲 
线 ， 在 第 一 节 第 三 段 ,我 们 也 看 到 , 为 了 求 得 这 条 积分 曲线 ， 
必须 知道 它 所 经 过 的 一 个 点 , 也 就 是 说 , 要 知道 初始 条 件 ， 这 
种 求 满足 一 定 初始 条 件 的 积分 曲线 的 问题， 就 属于 我 们 下 面 
所 要 说 的 简单 初 值 问题 . 在 物理 学 、 力 学 和 其 它 学 科 以 及 大 
量 的 实际 问题 中 ,这 一 类 简单 初 值 问题 是 很 多 的 。 我 们 再 举 
一 个 简单 的 例子 ， κ 

假设 某 物 体 受 重力 作用 自由 下 水， 在 时 刻 上 的 速度 是 g 
(g 是 重力 加 速度 ), 试 求 物体 的 运动 规律 

DO 
取 坐 标 系 如 图 1-6， 将 物体 在 初始 时 刻 的 位 置 取 为 坐标 
“ο 原点 , S 轴 垂 直 向 下 。 由 于 速度 是 路 程 对 
— | 时 间 的 导数 ,因此 有 


S" (1) = gt. 
E A τανκ ΒΘ, HERRE ER 
分 ， x 
S (t) = Σο. (1) 


S | m 
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C， 我 们 考虑 初始 条 件 , 这 里 ， 就 是 指 物体 在 初始 时 刻 的 位 移 
(η ΗΒ). | 


Slice 0, 

σος 得 

0—0--C, 

Bp C =0, 

从 而 得 到 800-3 y L gn. 

这 正 是 大 家 所 熟知 的 自由 落 体 的 运动 规律 x 
归纳 起 来 ， 这 个 问题 可 以 提成 求解 如 下 的 简单 初 值 问题 ， 
| [rm | 

S [1297 0, 


一 般 说 来 , 所 谓 简单 初 值 问题 , 是 指 ; 已 知 函数 y(o) 的 导 
NOS f), JFH GA — T αὐ, vo, ER -使 其 
人 WO) = f (e), (2) 

V | z=z 7 o. 2 (3) 
这 里 ， Y| z-z = yo 称 为 初始 条 件 . 

”对 上 和 更 而 言 ; 2=t, fæ) =g, ye) =S), ου--0, ψο--0, 
但 是 ,一 般 说 来 , 初始 值 --αο 可 以 不 是 0, 也 就 是 说 ， VIA AR 
件 并 不 一 定 必须 在 x2=0 点 给 出 . | 

回顾 前 面 第 一 节 第 三 各 的 讨论 ,可 以 说 ， LLLI 
题 

| M = (9), 
Y iaez Yo, 
ΕΤΩΝ E, MER (ο) 的 一 一 条 通过 定 态 Go, ΣΑ. 
这 也 就 是 简单 初 值 问题 的 解 艇 计 何 音义， x 
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3.2 简单 初 值 问题 的 解 的 唯一 性 和 存在 性 
AJ T TEX DER] HEC Q0) 和 一 对 第 数 zo, yp， 简单 初 值 
问题 | 
l y =f 2 ; (4) 
Y 2-2, = Yo 
是 否 一 定 有 解 y=y(2)? 又 如 果 有 解 ， 会 不 会 有 好 几 个 解 ? 
这 是 我 们 非常 关心 的 两 个 问题 。 这 就 是 简单 初 值 问题 解 的 存 
在 性 与 唯一 性 的 问题. 
关于 解 的 存在 性 问题, 我 们 有 
定理 1 设 f(z) 是 连续 孙 数 , 则 初 值 问题 (4) 必 定 有 和 解 . 
这 个 定理 此 处 暂 不 证 明 , 留 到 第 三 章 再 讲 ， 但 是 ,我 们 可 
以 告诉 大 家 ， 如 果 Fo) 不 连续 ， 那 么 它 就 可 能 没有 原 函 数 ， 
因而 初 值 问 题 也 就 没有 解 。 这 里 只 要 举 一 个 例子 就 行 了 . 
【 例 1] JUR WE 
q < 0; 
fe-| 0, w=0; (5) 
1 
这 个 函数 在 z=0 点 是 不 连续 的 , 3412818 EDU RAN. 
利用 反 证 法 . 
BESO ARAA, 即 有 函数 Ρία), 使 得 
F (æ) -- (ο), --οου «υ« +o, 
根据 当 2<0 时 , f G) = —1, 有 


z>0. 


Είω) ----ω-Οι, α-0, Οι 是 常数 (6) 
X Hp 2701, f (z) =1 有 x 
FE (a) 二 w 十 0。， @>0, O, 是 常数 . (7) 


BE, Μία) BE Γίω) BS ΠΚ OR ΒΚ, CD SE JE RI t BRL, 从 而 


必定 是 连续 函数 ,特别 说 来 , Fo) WARTE 2-0 点 连续 ,因此 ， 
函数 值 与 左右 极限 值 应 相等 , 即 有 

F(0) —F(--0)—F(-—0), 

E (6) SCRI CO) XC, A 
FU -- CA, F(-rF0)-— τση, 

因而 - O5, 不 妨 都 记 作 CC. 
从 而 £'(0) P y 
于 是 得 到 


y= [α|--ὂ 
æ+, ος, 


即 F (e) = |%@ C. 
KERR: KE ο 是 什么 常 数 ， 
pi ας 4) 在 2=0 点 都 是 不 可 敏 图 1.7 
的 (事实 上 ，y = 12| +0 WREE r= 处 对 应 一 个 尖 点 ， 见 
图 {1-7)， 也 就 是 说 , 它 不 可 能 是 某 个 函数 的 原 函 数 , 从 而 与 假 
设 矛 盾 ， 这 个 矛盾 吉明 了 函数 f (z) DU ORC 

这 个 例子 说 明 ， 不 连续 的 函数 , 可 能 没有 原 函 数 , 因而 对 
应 的 初 值 问题 也 就 没有 解 . 而 定理 工 则 从 正面 回答 了 简单 初 
值 问题 的 解 在 什么 条 件 下 必定 存在 的 问题 . 当然 , 定理 1 所 
给 出 的 , ΚΕ πο κι 并 不 是 必要 条 件 ， 

下 面 讨论 第 二 个 问题 问题 的 解 的 唯一 性 问 
Ei. 我 们 有 

定理 2 简单 初 值 问题 (4) 至 多 只 有 一 个 解 . 

【证 】 假设 函数 了 了 (%)、G(w) 都 是 (4) 的 解 ,我 们 来 证 明 . 
F (2)=G (2). 

HT FG), Go) 都 满足 初 值 间 题 (4), 所 以 有 κ 
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z 


| Í F (w) = f (Ç), 


J (ing) = Yoy 

G' (2) = f(x), 
x PA 
8 μ(ω) = F' (z) —G(@), 


则 有 u' (x) = Ρ' (e) — G (z) = f (z) —f (z) = 0, 
μ.ο) =F (my) —G (t) --γο--Ψο--0, 
πλ, δὲ, u (2) 满足 : 


[" (m) = 0, | (8) 
u (£o) — 0. - (8) 
H (8) XX, XI Www) 三 OC (CON. 

青 由 (8) 式 , 知 u (a) =C =0. 

即 C=0, 从 而 ο υ(ῳ)-:0͵ 

也 就 是 Fw)=0(2). 1 


这 个 定理 告诉 我 们 . ὦ. : 
JE Z P XE AERE BJ. 


3.3 简单 初 值 问题 的 解 的 求法 


从 简单 初 值 问 题解 的 唯一 性 ， 我 们 不 难看 出 一 种 求解 初 
值 问 题 的 方法 . 0 
一 般 说 来 , 求解 简单 初 值 问 题 (4)， 可 分 为 两 步 进行 ， 
. © 先 解 方程 (2)， 求 得 Sæ) 的 全 体 原 函 数 (我 们 常常 称 
它 为 方程 (2) 的 通 解 ). | 
ΞΡ ΞΟ, O C (9) 
这 一 步 就 是 求 已 给 函数 了 (z) 的 不 定 积分 , 对 此 , 我 们 已 经 在 
第 二 节 进 行 了 相当 多 的 讨论 . 
D 利用 初始 条 件 (S), MEDA C. 将 初始 条 人 和 件 
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Προ Vo 代入 (9) 式 , 倒 得 到 κ 
C — yo— F (29). 
最 后 , 得 到 初 值 问 题 (4) μὴ E CREE EE) 
zu (z) =F (x) + [yo F (£o). 
[PB] 2) 求解 初 值 问题 MEE 
| y =32 5t, (0) 
yO 54. κ (11) 
解 : CD 解 方程 (10)， 求 得 函数 I+ 的 不 定 积分 ， 也 
就 是 方程 \10) 的 通 解 
y-P- 5 PC, | a2) 


o Q 确定 常数 C. , 
将 初始 条 件 CLD fA (12) 3t, 得 到 
f E 4--0:-0--0, 
即 | C — 4, 
于 是 得 到 初 值 问题 的 解 ( 即 特 解 ) 
yt) - P+ V4, 
[5] 3] 求解 初 值 问题 
x | y'= Esinot, (13) 
y (to) =b, (14) 
这 里 E, o, b 都 是 常数 ， 


BW. Ὁ 解 方程 \13)， 求 得 函数 Esin ol 的 不 定 积 分 :( 基 
方程 13) 的 通 解 ); 


op y — Ë cosot+ O, |. Q5) 
Q kx 0, 


将 初始 条 件 (14) 代 入 (13) 式 , 得 到 
Ü = _ Ë COS colo + C, 
G) 
Eli ο-- δε E COS oto, 
Co 
T Ji 13 511} Ë ju] ΒΒ B ἈΠ ( BI hp 88 
sj (t) =b- E (cos coto — cos wt), 


[5] 4] RARE IS B 


[rmm | c (8) 
y(—-3)-a. G7) 


这 里 5 是 一 个 常数 ， 

Ε. D 解 方程 (16)， 求 得 函数 f(z) - jz| 的 不 定 积分 
( 即 方程 (16) 的 通 解 ). 

由 于 fo) = |z! 是 连续 函数 ， 所 以 有 原 函 数 ( 第 三 章 将 证 
9D. BE, f) E-PAD: 


| e, ας 
fe) "Lus 9 xà. 
怎样 对 它 求 不 定 积分 呢 ? 
PUDE. 
H f (0) =e, 5:50, ἈΠ 25 ΕΗ Ἢ 
y- 5-0 270, Οἱ 是 常数 ; 


再 由 je) = -α, $<0, 知 不 定 积分 为 


ΤᾺ 
< 


m 于 
y=- tUa, m < 0, C, 是 常数 ， 


但 是 , TS B 22 AE BJ a ES 22, 因而 是 秆 续 少数 , 利用 m — 0 AP 
的 连续 性 , AUR 
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y(0) --γί--0) --γί--0), 
Rp y (0) -0,-0, Eg 
于 是 , 得 到 方程 (16) 的 通 解 . 


E -240 σ«0, 
© 确定 常数 c, 
16} 48 ARTE (17) 代 入 通 解 ， . 

由 于 初始 条 件 是 在 zo = 一 2 处 给 出 的 ， 因 此 应 代入 第 三 
AAT: . 


Bil C —q2-2. 
于 第 得 到 初 值 问题 的 解 ( 即 特 解 ) 


这 也 和 是 一 个 分 段 郴 数 ， 
` , EU [ghi | , 、 Asc 1 
1. 一 曲线 过 原 尽 , 日 曲线 上 任意 一 点 κ χλμ 
AK EC HH XJ J fE. 
2. 一 质点 作 直线 运动 , ΕΠΕ c= (t— Del, 3B 90 时 , 8842 
5.51, 求 质点 的 运动 规律 ， 
3. 解 下 列 初 值 问题 ， 


a [rci | e Γκ... 


προς I I ΠΡ οΞ 0; 
1 
μαμα = | zr—2|: - : ` 
(3) i x ᾿ ὁ 1 E š . 
yz--172; | Viel I 
第 一 章 小 结 


我 们 已 经 学 习 了 不 定 积分 的 概念 与 计算 .这 部 分 属于 积 
分 学 的 第 一 个 基本 问题 .为 了 帮助 大 家 灵活 地 、 ο. 
掌握 并 运用 它 En, 下 面 作 一 个 小 结 . τν 

1. 概念 m | 

O 原 函 数 与 不 定 积分 的 关系 


| rm=zG+c 


即 原 函 数 的 全 体 就 是 不 定 积分 . 
O 不 定 积分 与 导数 是 两 个 互 着 的 概念 : oU. 


[fide] -f(0, 或 αἱ fGoda=f(a)ds, 
[reds feo, πὲ jare reo. 


微分 法 的 一 般 法 则 积分 法 和 的 守 般 法 则 
“ΛΠ. πὰ. | 两 个 简单 法 则 ， 

uv) =u te. [ (uso) de | uda | oda, 
gen. es 4 ^ | 


[C «uds - C uda 
(O20333. 
(ue)! ΠΟ | AY μμ. 


一 68 — 


(0-4) -0-v (C 是 常数 ) 


Ue :fudo- usa - v du, 
“ 除 (无 对 应 ) . 
(+) = ul «m —1 e 9} 
Ü v? 
(v3-0). ... 
“EA”, Vy Fu) REA Ἡ } 换 元 积分 法 则 ， 


EOF, X] ip@I de 
2 一 OO) 可 微 , 则 — x 


{Fipo r= F u) eu, | = | fioe) jalp (1 
EU -| fG)du- Fi) +G 
—-fle(z)1:9' (2). 


t o -Flo(])-U. 7 
2. 常用 积分 表 
基本 积分 表 中 有 11 个 积分 公式 .后 来 , 随 着 几 个 积分 法 
则 的 学 习 , 又 导出 了 一 些 可 作为 积分 公式 的 重要 结果 . 合 在 
一 起 ,共有 35 个 公式 ， 为 了 便于 查 用 , 我 们 把 它们 按 被 积 函 
数 的 类 型 罗列 在 下 面 , ΕΙΣ...  . - 


”常用 积分 表 


D Jod=0. — 
1 


@ few-| a--1 


特别 地 , 有 


ο του ax —1; 


2 


/ 
i ' — “(P | + 


In ædæe=g(Ilng-1)+C, 

log zidz=-zflogz 一 一) +C 
d s Ina. + 

sinzdz- —cosc4- C, 

cose de 一 sim 十 二， 


ig v dz = —In|coszi +C, 


ctg οἶα -- 1njsine| 4-C, 


e 


seda = | ! daz = In see z+ te e| + O 
eos c 
τρ {οι πλ) 
一 Ito- 一 一 一 一 ( 
telg tg) +C. 


da= 1n | cese z—ctg ο) +0 


{2 [οεοοάσ--| 


sin c 


-In tg 2| C, 


1 | 
(3 | secz de = g-— dz = tg w C, 
σας” c 


{8 [οοοαάο--| — στ — te z+ C. 
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δ ir 
. [sinode = 一 一 


sin z*cos z+ C 
-Z sin z+ (O, 
(18 | cos vde=-5 + Lesing οοδα-- 
- Pel sin224-0, 
(2 | sin ma-sin n ada 
.  Sin(m--m)v , sin(m—m)* |o (mEn), 


2 (m 4-n) ' ϑ(ην-- n) | 
(8 | cos: cos ma da 


sin(m --»)z , sin (m -- πὴ Φ | 
------. τ αυ μα ρα οι 
λίην +m)  2(m—n) t (m+ ). 


| sin ma eosnm de 


cog(m--n)m cos(m—mwn)m LO 
一 一 一 一 一 MEN 
2 (m-n) 2(m—m) ( n). 


| arcsina de =g arcsinzd- 4/1—2*4- C. 


arccosz dz —sarocosz —/ 1-25 --C, 


eX 


"n € | 
e'* «sin hodas = πα] (a sim bm — b cos bz) +C, 
(^ l 


1 
| rotg αάα--σαιο ίσα---- Πα -γο) +C. 


sin 6z4-acos bv) +C. 


— má 


; dv = are tg z+ C, 


一 68. 


|---ι 


. i d | 


` 
k 
— + 
e 
b 
I 


9 89 
S 
bo 
| 
~ 
15 
ho 
> 


68 


----------- de -— arosinc--C, 


Ὁ 


b 


Ξ dz 一 arcsin 一 十 C (a>0). |. 


< 
| 
δ 


|- 一 


l d injet --ᾱ 
— qa 


l 
δν 
bo 


η gd. | T Τα tO [sc / a 4- a? | 
o. 


9 ϐ e 


e 


e 


Mh eddy T hd - In |z- Noo 
ο +C, 
65) [ve —r LE — z ο 
学 会 查 常用 积分 表 BEEN 
" 35 个 积分 公式 是 基本 而 常用 的 . 在 许多 情形 下 部 


是 设法 把 一 个 积分 化 成 可 以 查 常用 名 分 玫 的 形式 为 了 帮助 
BUR XS FBAJLT PIT 


1 
WD jyan” I 
1 
“gaa ον 


-22D Tn | (24-1) 4- GL DP (4/ 2 )2 | +O 
=]n|z+ 14- A/23 3-22 4-8 | +C. 
[^ ede ` -f Cnn 
Na? ος 4-8 vore 
"de 


== | eod 十 荆 -| 
=== η ο .. va^ 22-3 


BI Ἡ 1 
A^ (G+ 1)? 449 κ ) l 


—1In|z-c-1-4 4 a?-2s-3|... 

Lj- 1 
—— | σα 13:9 
πο κ. ΙΝ ] 


TONTE 


[51 2] 


-Ine its P mL 
= Voti T2 


λα. 


(p 3] yay = r | 
σπορ ο 
i -A*O m VOTI 


MEE 


κο up hotte RIED. 


| τος -2m --- Ὦ 


CC Επ z+1- αἲ--θω--δ] +O. 


? dæ (ϱ”- 2-9) —22 —3 
[9 ! a 19:48 Vr ου. ο 7 


-一 .71 一 


z da 
/ 伺 1 € 
N q^ -ἵ- 22-9 


-3l— M (448) 
Ve 2-99 4-3 


gri V a3 4- 9z 2- 8-- In | e 4- 1 4- /a*4-274-3 | 


—9r4/g3--9y--8—1n |ae--1-4- Aa? 4-22 4-3] ] 
—8 Inl z 4 14- A/ οὐ - 922 4-3| +0 
g-—3 /-331604.1353 

一 — ὦ 4-22 4-3--C. 


| 1 
[519] É j= 7 --cos c)? dz, 


J |] 
TgrnIllonezwu do er cos cos". 54 
(sin ὦ --cos c) sin? c 1-2 sin z* cos z 4- cos “2 


1 . 
— l/ sin?z sin c da 
— 十 2 十 1 cos c 


cos? c cos z 
] 
= | —— — TF dtes 
J tg 0 十 2 这 2 十 ] d(tg z) 
_ 1 ARD 1... 
-| TESSE d(ig z) σα - C. 
CMS 


Iia z (一 la ld 
τ... sin? w+ cos" z+ 28sinz+-cosz 


-| = Í o dg-  1—sin2z 2c da — | 1 一 Sn 27 dz 
1+sin 2g {sint ο cos? 20 

li; 1 1 
_ Jl Li dm mr 

>] cos? 2z (29) + 2 J cos22> - d (eos 22) 


BASORG lg (55) - 1.1. Ἔσ 
cos 2c 
1 sin2v—1 ,,, 
9 cos ` Ç. 

第 三 种 方法 : s 
= — t da: 
(sin z+ cos z)* | J νι Í 1° 

É 2 = sina | 752) | 


1 
= | 一 一 - — T7. A dz 
ιν 2 (cos — esin g+sin 4 005 z) 


ARO 1, | SY n 
z etg v -+ +) +G. 


在 第 三 种 方法 中 ， 我 们 利用 了 初等 数学 中 的 办 法 ， 把 
sin z+ os z 化 成 了 一 个 角 的 正弦 一 般 了 地 ，q sin z--b cos 2 
Aib R] EUER P P8 E XE SA. CECI DAD: 


asin z4- b cos — yva? + bš (Mr sina t— eso) 
Ag? 4- 0? Va? 4- b? 


= A/ a? +b? (cos - sin e sin 0° cos z) 
== A/ q*--5? «sin (z 1-0), 
其 中 θ--ατο tg 二 (如 加 1-8), 


[516] *|—— a. 


asinz-- bceosz 


|n PORNO ARMES NAER — 


a sin -+b cos z — v a? -- b? sin(z 4-0), 


b - 
Ü = arc tg P. 


则 所 求 积 分 为 
上 
ARO 1 | α--θ | 
πε te 2 +O, 


0 = arc tg 5 


特别 地 , ἡ a. b= 1, Jl] 0 — arc tg 


[5 lo^ de= l da te{ 一 
sin w- eos z 9 o 102 6/! 


顺便 提 一 下 ， 把 csine 十 beosz 化 成 一 个 角 的 正弦 (或 余 
δ) 是 今后 经 常 要 用 到 的 方法 。 例如 ， 以 后 学 习 到 传 里 叶 
(Fourier) 级 数 时 ,就 会 碰 到 下 式 ; | 


dn COS nwt + b, sin not = 4, sin (πω! 十 Pa) 9 


^a 


τ HE 
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在 第 -- 章 ,我 们 学 习 了 常用 积分 表 和 积分 法 的 一 般 法 则 ， 
并 运用 它们 求 出 了 许多 初等 函数 的 不 定 积分 ， 从 中 看 到 , R 
不 定 积分 与 求 导数 很 不 一 样 ， 后 者 方法 固定 ， 而 前 者 方法 多 
样 ,比较 灵活 . 

在 这 里 ,需要 进一步 指出 的 是 ， 积分 法 与 微分 法 还 有 一 个 
绝 不 相同 的 地 方 ， 我们 知道 ， 任何 一 个 初等 函数 的 导数 都 可 
以 根据 基本 导数 表 和 微分 法 的 一 般 法 则 求 出 来 ， 并 且 仍 然 是 
初等 函数 .但 是 , 积分 法 却 不 如 此 .事实 上 ,有 许多 初等 函数 
都 “ 积 不 出 来 *, 并 不 是 因为 积分 方法 不 够 , 而 是 由 于 这 些 函 数 
的 不 定 积分 根本 不 能 用 初等 函数 来 表示 . 所 谓 初等 函数 , 大 
家 知道 , 就 是 由 六 类 基本 初等 函数 (常数 函数 . 窒 函 数 .三 角 函 
数 、 反 三 角 函 数 、 指 数 函 数 、 对 数 函数 ) 经 过 有 限 次 四 则 运算 及 
复合 手续 而 得 到 的 通 数 ， 因此 ,我 们 有 时 也 把 “ 积 不 出 来 ”中 
做 “不 能 表 为 有 限 形式 ”. 那么 , 娜 一 些 初等 函数 的 不 定 积分 不 
能 表 为 有 限 形式 呢 要 对 这 个 问题 作 一 般 性 的 回答 是 很 困难 
的 , 它 超 出 了 本 书 的 讨论 范围 (读者 车 有 兴趣 , 可 参考 Ritt 的 
z, Integration in finite terms, 1948, £l £j, Ἑ [K 5 亚 大 
学 ) ， 不 过 , 我 们 可 以 告诉 大 家 ， 以 下 积分 痢 是 不 能 表 为 有 了 
形式 的 ， 

[32s da, [555 da, | eina da, 


| vet +1 dz, J x TT 


Un J e “dz, J sin s'do, 
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[eos dz, Iz m k? sin? 4" de, 
vi— Ps 


da | 
一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 一 一 一 CH OE), 
(14-A sin? s) V1 — k? sin?z (其 中 ) 


后 三 个 积分 称 为 第 一 ,第 二 , 第 三 种 楷 国 积分 ， 它 们 是 在 
求情 加 的 弧 长 时 碰 到 的 ， 并 朋 此 得 名 ， 法 国 数 学 家 刘 维 尔 
(Liouville) 曾经 证 明了 它们 不 能 表 为 有 限 形式 . 

ο... 
Ἢ ΠΟΤ 
越 函数 aro tpz， 就 是 类 似 的 情形 ， 又 如 ， 一些 有 理 数 开 方 以 
后 ,不肖 是 有 理 数 , 而 是 无 理 数 (如 NVZ, V 等 等 )， 这 类 
例子 ,读者 很 容易 再 举 出 一 些 ， 

本 章 的 目的 , 在 于 讨论 相反 的 问题 介绍 儿 类 可 以 表 为 有 
限 形式 的 不 定 积分 . 


第 一 节 ”有理 函数 的 积分 


两 个 多 项 式 的 商 称 为 有 理 分 式 或 有 理 涵 数 . 这 里 我 们 总 
假定 分 子 、 分 母 已 经 没有 公 因 式 , 也 就 是 说 , 我 们 只 讨论 BA 
分 式 ”， 当 分 子 的 次 数 低 于 分 母 的 次 数 , 这 个 有 理 分 式 称 为 真 
分 式 ; 反之 ， 当 分 子 的 次 数 不 低 于 分 母 的 次 数 , 这 个 有 理 分 式 
称 为 假 分 式 ， 任何 假 分 式 总 可 以 用 多 项 式 除 法 ,化 为 一 个 多 
项 式 己 一 个 只 分 式 的 和 , BJ HI. 

vci 2 
pei m γω] 
λα 十 和 一 工 ο ον €£—1 

wm 十 ST αν, 


寺 等 ， 由 于 多 项 式 的 原 函 数 仍 是 多 项 式 , 因此, F 2825 F EC 2 
式 的 积分 问题 . 

在 第 -一 章 ,我们 曾经 用 第 一 换 元 法 , 求 过 一 些 简单 的 真 分 
式 的 积分 ， 例如， 


1 1 
Wir ur 9-7-—iieerb|eC (a= 0), 
| de [ΞΟ de 
v-—3s49 J (s-1)(m—3) 7 


1 | 1 
一 _- da — do 
[555 v—1 Ἢ 


= 一]ni2 一 2| —1ln|z—1|--C 
人 一 2 
— kas 
4) — 4 πμ —B 
M (14 ------------------- (dm 
|- 5-21) 4-3 m (z-2-1)*--2 πω 
στ ο] 
(+ 1)2+2 


ik 
4 
t 


== In. 


gal d(v--1) 
J| (z4-1) t (4/35? 


- iln οἱ. 25.8] -- 
等 等 
对 于 一 般 的 真 分 式 , 怎样 求 积 分 呢 ? 
基本 方法 是 先 把 真 分 式 分 解 为 最 简 分 式 的 代数 和 ， 然 后 
逐 项 求 积 分 ， 下 面 分 别 加 以 讨论 . 


v+] 


5 
— are tg -— +C, 
/ 9 / 2 


1.1 真 分 式 分 解 为 最 简 分 式 
下 列 四 种 类 型 的 分 式 称 为 最 简 邹 人 N 2: 
Α 


(8) Ma + N (4) Μω--Ν κ 
ο’ 二 DO 二 9 (@*pe+g)' 
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其 中 A, M. N, a, p, 9 都 是 常数 ; mn 一 2; 3,… 并 且 假定 二 
次 二 项 式 ς΄ pg RA KIR, ΗΑ IA | | I DX 
S 2—4q<0 或 9 - o 


Ta. 


我 们 立刻 就 会 看 到 : 任何 一 个 真 分 式 , 都 可 以 分 解 为 最 简 
分 式 的 代数 和 . 这 种 分 解 一 般 可 由 两 步 完 成 . 
第 一 步 ， 将 分 母 在 实数 范围 内 进行 因 式 分 解 ; 
第 二 步 ， 根 据 分 母 的 分 解 情况 ， 将 真 分 式 分 解 为 最 简 分 
式 的 代数 和 . 
先 讨 论 第 一 . 
这 里 需要 用 到 高 等 代数 中 的 一 个 定理 , 我 们 叙述 一 下 . 
定理 1( 代 数 基本 定理 ) 
任何 m 次 代数 方程 
but bat eee pb. umb D 
(5o#0, m 是 正 整数 ) 必 有 m 个 根 ( 实 的 或 复 的 ). 
— — 当 方 程 的 系数 bo δι, e, Duas bo 都 是 实数 时 ， 复 根 必 
成 对 出 现 ， 即 如 果 z=a+48G — ^/—1) 是 方程 (0 的 根 ， 那 
=a E ΜΕΣΟ) RR x B 
XA RCDB m 个 根 是 Li, La, ***, Dm, 则 方程 (1) HS Ze Ἀπ 
m 次 多 项 式 显然 可 以 写成 m 个 因 式 的 乘积 ， 
bor +b” t+ F bn 
— bo(m —2,) (@— o)": (0— Bm), (2) 
现在 讨论 真 分 式 分 母 的 分 解 . 
设 有 真 分 式 


Pm) aÍmtdagmn-l r... a, 
To) b ho tb ro) (0) 


根据 定理 1, 分母 可 以 按 (2) 式 进行 分 解 , 


一 78 一 


Q(x) = bole — ae) (z ων) (ων |- | (4) 
其 中 σι, wo, ''', mm 是 方程 Ge) 一 0 的 m AM. 
把 相同 的 因 式 写成 军 的 形式 ， 并 把 发 因 式 ω-- δία. -2 
合并 为 实 的 二 次 三 项 式 ， 
| (z—2z) (2—2) 一 过 一 (人 十 SPERIT z 一 化 2 十 retq, 
这 里 ，2+3=p rz = ç ΑΜΑ, ΕΕΣ. 
q* — 4q < 0. | 
”这 样 整理 之 后 ， 分 母 Q (@) WARREN UD ETAT 
个 一次 质 因 式 与 一 次 质 因 式 的 乘积 : . {ο 
Q (5) = bo(c — a)" (z— az)" (e—a) 
* (22 4- pu d- q4)** (P+ poto - qa) το 
. (ut 4p g,)^, | i (5) 
其 中 s :十 二 2 十 对 EL) =m. 
[9] 1] UZIA QU) = z* — 3a? +4, RI QGO 的 分 解 式 
| —82?--4 = (w+1) (α-- ο)» 
这 里 VORE 一 次 质 因 式 , 没有 二 次 质 因 式 . 
[59] d: Qo) -aa tua, HQ G8] 
以 分 解 为 | 
q^ —g* 493? — 922 十 ww 一 = (a ET (α΄ μυς 
这 里 有 一 次 质 因 式 ,也 有 二 次 质 因 式 ， | 
以 上 证 芮 分 式 分 解 为 最 简 分 式 的 第 一 步 
下 面 讨 论 第 二 : 
解 为 最 简 分 式 的 代数 和 . 
这 里 要 用 到 高 等 代数 中 另 一 个 定理 ， 
定理 2 (了 既 约 真 分 式 分 解 为 最 简 分 式 ) - 


一 -79 一 


ΑΦ 


QD 48 Q(w) 的 分 解 式 中 车 有 因 式 wa)", WAHR 
分 解 后 有 下 列 上 个 最 简 分 式 的 代数 和 | 


Q (e) 
Αι Λο A, 
q (G ay πως a)” (6) 


其 中 Αι(ό-1, 2, e, 有 ) 都 是 常数 ， 当 =i1， 则 分 解 式 (6) 只 


— mid 


D ρα Qe) EB Επ GU Fort, X 其 中 2 一 
«ο, 则 E. 分 解 后 有 下 列 1 个 最 简 分 式 的 代数 和 


QE) 
Mæ 十 Λι Mt Να -- Ax -- N, (7) 


ο) paq (十 29 | Fp 
EP M, ιό, 2, 局 都 是 常数 ， 当 1 一 1, 则 分 解 式 
Μαω-- N 
Γ! στ. κ ale, | 
(7) 只 有 一 项 Do M, CERA 
-. 22 --- 
BI, RAA GC CDS aal) GP Sz B) 
分 解 后 是 下 列 九 个 最 简 分 式 的 代数 和 ， 
| ac? --- 4 
v (1) (-- 2) (02 十 0 十) (vw — 224-3)? 


_ Αι A; D, Be B3 Q 
u xli "Uri? (ri) ku 


EL y Me No M.z + N. 
ww 二 十 1 - 251-58 (α---9Φ-8})7' 


分 解 式 中 的 常数 ， 可 以 用 下 面 的 “ 竺 定 系 数 法 "来 确定 
【 例 3】 ο 分解 为 最 简 分 式 ， 


m? Te 
gs ήν =m(e—1)(z+?2), 
第 二 步 ， 由 定理 2， 知 所 给 真 分 式 可 分 解 为 


2z--3 A B ο A 
025 二 022 一 220 ΞΡ z—i" ZE ( ) 
νην 我 们 用 待定 半数 法 米 确 定 它们 。 
A. B C QUU 
z zi v 


_ Α(α-1) (91-32) 1- Βαία--2) -σα(α-- 1) 
væ- æt 
- MPO (A --28—C)s —2À 


"~ 


CECE 
于 是 (8) 式 化 为 
2r--9  {Α-β-0Ο + (4+2B— Oje- 24 
q--x—9» z($—1)(o--2) ° 


Z Ἡ Bi A BJ 2y BETH S, 因而 分 子 也 恒 等 : I 
2z--8= (A-B-MCO)s F(AT2B-0C)v—24, 
比较 两 端 同类 项 的 系数 , 得 


A 4- B--C —0, 
[ions -2. 
-94--83 
解 这 个 方程 组 , 得 到 
3 5 xs 1 
á — 9? Ë = ° (; 一 6° 
TES XX 
27+3 __3,1,.8,. 1 1, 1 
mr |. 2 v 8 wl 6 g+32' 
[51] RIA — fup BORA. 
解 ， 第 一 步 ， 


分 母 人 一 37 十 4 一 人 二 1) 一 2) 


第 二 步 ， 设 


y —B5 A B C 
PLE! — 1 ` .. Q 
Οὐ — 3r --4 zii soo | τ 


用 待定 系数 法 确定 常数 A, B, CO， 
将 (9) 式 右 端 通 分 , 再 比较 左 、 右 端 分 子 , 得 
α--ὃξ 4 (ᾳ--5)5-- B(z4-1) * (z—2) +C (m+ 1) | 
= (A+ Bg? -- (CA4A— B4-C)z4- (44 —2B 0). 
比较 两 端 同类 项 的 系数 , 得 


A+B=:0, 
| -44--ἢ--σο--τ, 
ú  L4A—2B+O= —B, 
解 这 个 方程 组 ,得 , | | 
» ΡΣ | 
A=—$, B- 2, σ----ἲ, 
于 是 得 分 解 式 


2-5 -2.1 12.1 1. 
z? — 3922 +4 3 g+l 3 z—2 (s#—2)2° 

ΜΙ 8, 例 4, 我 们 看 到 . 真 分 式 分 解 时 , 只 考虑 分 母 的 情 

A, 而 与 分 子 无 关 ( 定 理 2); 但 是 , 在 我 们 用 待定 系数 法 确定 
分 解 式 中 的 常数 时 , 就 完全 由 分 子 来 决定 了 ， x 


wE, T | 
【 例 5】 将 真 分 式 CESCE 分 解 为 最 简 分 式 ， 
解 ， 分 母 已 经 分 解 好 了 , 因此 只 须 设 EE 


_— 9 2.24, Beto (10) 
(+1) (+3) αι g’+3 ` 
下 面 用 待定 系数 法 来 确定 常数 . 


将 (40) 式 右 端 通 分 , 并 比较 左右 端 分 子 ,得 
G= Á (a*--3) + (Bz+ C) * (m+ 1) 
=(A+ B)a? 4- (B 4-C)s4- (844-O), 


两 端 比较 系数 , 得 


A4-B-0, 
| B+C=1, " 


34 4-0 = 0. 
解 方程 组 , 得 
1 14 3 
A-—p Pp 


于 是 得 分 解 式 
.. _ 11 ,1 wt 
(wv 二 二) (a? 4-3) 4 wil 4 a 2 十 3 


、 2x +2 
[516] σος ο. A. 
解 . 设 分 解 式 为 


GG τ᾽ aT T CES G1) 
WE CLD SUB P338 2), FERAE Την T, 得 
2z2+2= A (2* -- 1)? 4- (Bz+ O) * (z — 1) * (a^ 4-1) 

+ (Dr+ E) (s —1) | 
= (A-4- B)a*-4- (O — B)a?-- (24-- B— O+ D)a? 
o«C-B20-D4B)w-(A-C-—E), 

两 端 比较 系数 , 得 


A+B=0, 
C—B-0, 
244- B—O4- D —0, 
-B+0-D+E= 
Α-- ο-- ἴ--9 
解 方程 组 , 得 
4-1, B= —1, C= -1, D- —2, E=0, 
TEBRA 


一 $3 一 


| w42 _ 1. αἱ ο Ὁ —. 

(r—1)(g)--1))» α-1 «1 (z^ F1)?" 

D ΕΠΙ T AERHB-M A EC AT ΕΑ 39 FL 2 3 EI] [δ] 
B. 


1.2 真 分 式 的 积分 法 
既然 任何 真 分 式 都 可 以 分 解 为 最 简 分 式 的 代数 和 ， 因 此 
真 分 式 的 积分 , 最 后 也 就 归结 为 四 种 最 简 分 式 的 积分 . RETO 
会 看 到 , 这 四 种 积分 都 不 难 用 第 一 换 元 法 及 分 部 积分 法 或 得 . 
(1) [zd a Í 4| 8-9 - Am|e—a| +O, 


(2) = ed se oe 


ΗΝ μα 
— πετά a) +0 


A Ll. κο (n-2,8,--), 


^ 1—n (m—a)"7! 


| Ma--N Mae + N 
9) | | 


一 一 —=—— da 
"eo Jem e 


"jer em" 
_— Jl 
RE 


"LIP Ἂμ, p: 


ο) τες 

+( παρε 2 yer) 
αυ 

d (+) τρ) 
ΕΙΣ, 
Ate (estf) 

MP \、 1 ο 
+(N- 5-) — arc te ; =-- Ç 
x JTT y q— 


„M In |a? --pz-4- g | 


2 
2N — Mp 2v-d-5 

Ἔ g 一 一 上 = 十 
A/Ag -p /Aq — p? 


HAAB: ϱ-- 1-0, Bl 40-70, JREIq— 


以 ο 与 V4g 一 2 是 实数 ， 


2 
νο, Bi 


(4) hF Μα--Ν 


了 


(2* psg)" 


"Mss yy ΓΕ ΤΊΝΙ e wg 


NICE 


ale DE en 


1 


一 _ Í -一 .. 
— 2(1—n) (a pz pg)” ITO (n72,9,72. 


第 二 个 积分 可 用 代 换 Ht, yg- -atk HRI 
ία dt. 对 于 这 个 积分 我 们 在 第 一 章 中 ， 兽 用 分 部 了 


分 法 导出 了 递 推 公式 ( 见 第 一 章 第 二 节 第 四 段 例如 )， 这 样 
就 解决 了 第 4 种 最 简 分 式 的 积分 问题 O 

综 上 所 述 , 四 种 最 简 分 式 的 原 函 数 都 是 初等 函数 , 而 真 分 
式 可 分 解 为 最 简 分 式 的 代数 和 , 因此 ,任何 真 分 式 从 而 任何 有 
理 函 数 的 原画 数 也 是 初等 函数 .. OL, f FECHAS 
可 以 表 为 有 限 形式 ， 


— B6 一 


我 们 来 看 几 个 例子 。 
5 


[ 例 7】 τος μα 


- WESS 由 例 4, AI 


— 5 da 
Ὁ --8α +4 


af1 2(1 , f 1 
= + wii 92 s πο 1? [az e 


O 
ο. πα -- 
-2 m στ 2 |. — +o 
3 Xd —2 ^7* 


2g 4-9 


解 ， 由 例 6, A 


μ.ο du 
Ὁ ΠΙΟ Ε C  -----. 


_ f 1 ο z+1 ,._ | ο 


r da 1 y 
Thai |B τοπ e 


MEM 
en diw +1) 


=]n|z—1|— m (x^ 4-1) 一 aro tg z+ = TC 
n USER are te w+ Sd -ο, 
9 
[05] 9] 求 lau da. 


8. ως -,. SCIL HS BU Ej B. y sN BJ 


— 87 一 


° 11 κακο 
ο z — 2 


M a 
—ww— online = " 


aq? --3—929 


sif X tA D ἘΣ f 2y sŠ. 
μὴ) ipa? e —2— (2—1) (o2 二 xz 十 区 ， 所 以 有 分 解 式 


(4 二 B)az 十 (4 一 有 TO)o 十 (24 一 O) 
(αρα το--5) i 


比较 分 子 , 得 方程 组 | 
| A- ) = 2, 
| A- B+O=1, 
| 
“24 一 C= 一 2 


解 出 4- | 
καμια 


从 而 25 --z—2 1. 1 4 v9 
mi ο --ο-ὸ 4 v-i @tet+t2'’ 
于 是 所 求 积 分 
I 5 do 
10 
| (à -1)de I NE] na do 
ο) 7^ Α]α--1 ^Ajsr-e2 — 
1 15 
| vx]. 
7 | (e+)+ y 


a? h TESLE 
i-e |s-1l|+ +. = 
J 

195 7 
a 1 -| ὦ 24-5) +7 

+ | | E L | 
= -g+> In z—1 +— 9 = 
Pota S 
2, 4 


-一 ΕΕ — 


ϱ-- IA 


2 
Ç 1 PEN 7 | 1 2 | 
g ^tm tm (+>) T4 
| E 
13 2 ΜΕ 
+ ts 919 tg NES TC 
2 


T v Iniz—i-4 = In (e? +-z-+- 2) 


以 上 我 们 一 般 性 地 讨论 了 有 理 函 数 的 积分 法 一- 先 把 候 
分 式 化 为 多 项 式 与 真 分 式 的 和 , 再 把 真 分 式 分 解 为 部 分 分 式 ， 
然后 逐 项 求 积 分 ， 在 理论 上 , 这 是 普遍 可 用 的 方法 .但 是 , 必 
须 指出 ， 这 个 方法 具体 使 用 起 来 ， 在 技术 上 是 有 困难 的 ,… 首 
先 ,计算 可 能 比较 麻烦 ; 其 次 , 真 分 式 的 分 母 是 一 个 多 项 式 , 当 
这 个 多 项 式 的 次 数 较 高 时 , 作 因 式 分 解 就 非常 困难 , 甚至 不 大 
可 能 ， 事 实 上 , 高 次 方程 求 根 还 没有 具体 办 法 ， 因 此 ,一般 说 
来 , 有 理 函 数 求 积分 时 , 如 果 计 算 比较 烦 , 最 好 先 试 试 有 无 其 
它 简便 方法 ， mE | 

x (9 —z? 
(p10] 求 [207 as, 


k= de= 20 dz -Í zŠ dz 
1— 1 — >“ πο) 


-| d (z) ο, 
Ἱ- (ο 4} 1--αὔ. 


一 89 一 


利用 积分 公式 的 ld. 
— «μα. 
1 


! 2]! 
DLE ου 


dni (2) (1-2) | +O 


l1 1-5 
gm 了 一 22 | 
ΜΙ In |1—221 +O, 


第 二 种 作 ; 积 函 数 分 解 为 部 分 分 式 ， 
因为 分 母 1-a = (1 一 2?) ασ +e, MAAR 
e(2—22) A B , ΟΣΕΡ 
1—c* . i—- wil ` m2+1 ' 
用 待定 系数 法 , 得 到 κ , 


M 


-f_i we 1f 1 9 c 
| 5 iu ML de 


-—1In|e-1| -4 In|e+1] + In (2? 4-1) -O 


κ... 


两 种 作法 的 结 US 同 , 但 第 一 种 方法 比较 简便 . 


1 q (e°) 
【 例 11] [5η τ ΒΤ BT (Ὁ = sh παρ, πολ 


+ (0 十 2) — (m? 2-1) 9 
>J ricum) 40) 


一 90 —. 


1 


-二 | agp + 一 二 | zig xg d+) 
-imo ^1) - 1 dn 12)4.0- la γ' ZEL po, 
习 题 一 
1， 求 下 列 太 定 积分 ， 
a |- 
» Ja ; (0) == ; 
(7) FERES (8) HRSG dz; 
DE σσ. 
2. 求 下 列 不 定 积分 : 
q) πες, 2) [πτόξ-» 
ος 4 [Eee 
6) Japen” e» | 
D Econ 2 ICE 
9 [τν ος, (10) Iz γατα 45 
aD [Ls a2 | 天- 
19) um as [- 


- dx 
15) | 2€ n 
(13) Ip 


ο νο. 

GD =+ m τοτε 48) ELT md 
(18) | UD du; (80) Fe dz; 
GD rr ry τος 


二 节 ”三 角 函 数 的 有 理 式 的 积分 


由 三 角 函 数 及 常数 经 过 有 限 次 四 则 运算 所 得 到 的 式 于 ， 
称 为 三 角 肖 效 的 有 理 式 .例如 


nig t- o] 1 +sin g 
^ il-eosc' siz  sine(1-+ osz)' 
2 1 ν T Sec m 


tez — 3 sim2> ᾽ o--Osing' otg z—Dcos« 
sin g. cosg I 
ka uy; == iss 
H T tgv, ctg z, seco, csew nj P) Hj sin z, p 
ἈΚ, ES UG — 78 ΕΞΗΣ c ud ie E 
R (sina, cosw), 
这 里 ， R(u, ORRAT u, v Hy EB ΠΗ 38. 
x ΤΞ ΡΑΕ EER Iy, .大 家 在 第 一 章 已 经 碰 到 过 
个 少 、 例 如 


1 1 | 
1 fsin?a da, [ a Qu, | ! da, 
| - JJi-ceosec sna 7 


1 E 
——————— — d, igin*?*lg "cos" eda, 
|t EIS. ? J 


[sn" p+ cos2nti y de, [sin mg. jn nvaz, 


Jsin ME «005 ma da, [eos MA GCOS NT da, κ. z da, 


| [cos a da, P da, Iz da 
等 等 , 我 们 曾 用 第 一 换 元 法 和 分 部 积分 法 计算 过 它们 ， ANE E 
11 ἩΡΒΕ 363 RER. 
但 是 , 我 们 要 问 : 任何 一 个 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 是 否 都 
能 表 为 有 限 形式 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 我 们 有 如 下 
定理 ZARARA ARH | 
| (sin z, cosz)de 


便 可 用 代 换 ασ = t πὲ z=—2arc tg t 4: i AREER 


分 , 从 而 可 以 表 为 有 限 形式 ， 
E] Htg-:,5 


7 c 
2 te -5 2 tg -5 
I 一 9 ] T. vo. - 2 ΤΑ... 2l 
sin œ= 2 sin «cos 5 22 ὙΠ 


2c . ο 9 ο z f ο Z) 
cos æ = cos? — — sin? — — cos z(t Z 
9 ° 9 B 5 


— 93 一 


12 
于 是 | Rina, eos a)da -- |R ( ο 1 z) 2 di, 


Ipe? T+ τι 

Ε.Π t HARAKAH. 

78 BB iR CE A AURAS REA, βτῃ fS LANI 

有 理 式 的 积分 |n (sin z, cos z)dz 也 可 以 表 为 有 限 形式 ， Ἱ 
代 换 tg 二 ~ 称 为 万 能 代 换 . 


+ 


解 ， 设 te 5 =£, phj 


1 1509 
SIn { DF ? 
|. . 2dt 
da T+ 
因而 
1 {1+ 2 -fa | 
== da = 2t rE dt= | απ] +g 
In tg > τσ, 


与 第 一 章 所 得 结果 相同 . 
[6121 R rds 


解 ， i tg — = t, Wil 


1 1 


1 1 τεῦ 
2 十 cosm o. 1—f = 34-15» 
1-13 
2dt 
da = --ᾱ----.. 
v iU! 


= 94 一 一 


[815] R 后 PT 


sinz*(1--cos c) 


lrsing {13111 (+)? 
sinv»(l--cosm)  — 14 f 4t 
_ . (2 R3) +). 
4t 
2dt | 
de = 1--437 
于 是 
| 1] +sinw d - ad (1-0) 2 di 
singe. (1 + cosm) 4t IFP | 


ο. 


sin --0ος2--ἶ 
解 : tg > = t, MI 


cosy 1--1 1-11 1-13 


ctg z = eL à Vl 
sne 1-11 2t Dt 7 

T n 1--17 4" d-t) 

τεῦ lie)! 


mu 968 一 


2di 


"dag 
于 是 
| 一 ine (IZE, EE dt 
J sinz+cosz—1 οἱ ο- i+i 
ου... 
luat 2) UC 
yy eig yj tU. 


说 明 ”以 上 我 们 用 万 能 代 换 求 出 了 几 个 三 角 函 数 有 理 式 
的 积分 ， 从 理论 上 来 说 , 任何 一 个 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 , 都 
可 以 用 万 能 代 换 求 出 来 ， 但 是 , 对 于 具体 的 题目 , 却 不 必 一 律 
套用 万 能 代 换 . 这 是 因为 在 许多 情形 下 , 用 万 能 代 换 化 出 来 
的 被 积 函数 往往 是 比较 复杂 的 有 理 函 数 , 积分 起 来 比较 困难 、 
因此 , 需要 根据 具体 情况 , 选择 适当 的 方法 ， 例 如 以 下 几 种 方 
法 就 是 常用 的 : 

CD HARRA R (sine, cose) 可 化 为 好 w 的 函数 或 
sin^c E cos? z 的 函数 , ΕΠ | 
| R (sin v, cos c) = Βι (te m) 
或 Rlsinw, cos) = Ra (ein? v, cos m) 
BJ, HERR igo t, EQ σ--ατοῖσ! 此 时 ， 
LEE EET ΓΡ 
1 3 


. 9 2 
sing =] — cos? m = 1 — -= = name 
1-6 1-4?’ 


da di, 


L 
14-2 


[R (sin, cosa) dv = | B, (tg α)άσ-- [2.5 l qt, 


l-cT£ 
| (sin v, COS »)dz — |R, (sin?a, cos? a) dz: 
j 12 1 ) 1 
Wink —— — — — s-— — — dt - 
Ja (Tre 1+@ 7 ΤΡ" 
sin 化 
[f 5] ποτ. dz=|— 089 5 
sm Z + cos qc sin Φος. 
COS q 


igo zeem] ; 1 
— |] ——————— == e — S e š 
| FI” i+] rL dt 


-3[-| T lt+l 
"i-e E iai] 
-i|- In |t4-1| 十 于 ma 人 十 的 Taro τρ! ]+O 
1 “1-13 ΜΝ 
5 [m πα +arctgt | + O 
I ^/1--tg?a 
5|In | twl+0 
_ l| i i sem |, T 
4 ' 
ΕΝ, |isinz-Feosc| | tw|+0 
= [e —Injsinz+cosz|] +0. 


此 题 若 用 万 能 代 换 , 则 麻烦 多 了 .， 
@ 对 于 sin? mzdz，|cos?mz dz， 可 利用 信和 角 公 式 来 计 
算 ( 见 第 一 章 ). 


^G 对 于 [sin mesin nz dz, [sin ma cos nz dz, | cos ma 
*cos nw dz (mAn), 可 利用 积 化 和 差 公式 来 计算 ( 见 第 一 章 ). 
@ 对 于 [sinta-cos οὐα, 39 m, n bl “8 3 38, 91 
照 第 一 章 第 二 节 第 一 换 元 法 例 23 的 思考 题 去 作 ; Ἡ m, ng 
是 偶数 , 则 可 利用 信和 角 公 式 
sin 2 COS æ= > sin 20, 


1 — cos 2z 1 -+ cos 2x 


sin’ z = 
逐步 求 出 积分 ( 见 下 例 ) ， 
【 例 6] [sin «cos! z da - | (sin? z«cos! z) cos? z da 


= F si: 2a * (1 + cos 22) da 


ο. 5 [sin 22 d« 十 isis? 22 «008 2.244 


ὃ 


= πα — cos 4x) dz +- πο] 2zd (sin 22) 


- Φ 1 1 8 
πα 64 — sjn 41 -|- yg 8m 2x -rC. 


© 对 于 [sin^ z dz, [ως σάς, ΗΝ 1. 8 8 = f 
中 用 分 部 积分 法 导出 了 递 推 公式 ， 除了 这 个 方法 之 外 ,还 可 
仿照 上 面 情形 @, 将 兄 分 为 奇偶 数 分 别 计算 ( 见 下 面 两 例 )， 
[5] 7] [sins s de = Jsin? vsin ὦ da 
ια — cos" q)d( — cos æ) EE 
一 | (cos? z —1)d(eos z) 


= 98 = 


-$ cos! v— cos G + C, 
4 --- 2, F 2 dy _— _ — —— À—— A —— | 
(4j δ) |sin pde = | (αἴτιον) dm | 5 αγ 


一 于 | (1 —2 cos 2x + cos? 2m) do 


1 E Dre d) 
- +J: 2cos2e +——5 da 


_ l (,_siməs+ 24 lg ) 

= (ο sm 20 十 5 tg gin 4 ]--C 
3 1. 1 . | 

=- t- Sin 2e+-gə- sin 46+ C, 


© 对 于 [dm hr EARR REN 


导出 过 递 推 公式 . B5 n ERA, 还 可 以 这 样 作 : 


da = |see v de = [seo soo? m da 


[519] |< 


- ja + tg? z) d (te z) 


| -|G+2t82e+ tim) d (te e) 


— 1ο 22 ig! a T ig*a4 C. 


从 以 上 讨论 可 以 看 到 , 求 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 时 ,方法 
是 灵活 多 样 的 ， 读 者 可 根据 自己 的 作 题 经 验 , 进行 总 结 ， 


1 


J τὰ 一 


1， 求 下 列 不 定 积分 : 
1 1 - 
EE TES D fsm" 


1 1 
O sss i O jrr 4 


ο ers | 
C J S: (5) 上 y 
Ὁ) ρα τὰ (O<r<1, —w<z<m); 
10) lx lIrtfsz? αν Jd IET. da 75 
a» | π᾿ dz, MEET 4 


a4 |. EID 4z, 
2. 求 下 列 不 定 积 分 
(D jsins zdr: (2) Isin? gdr: 


(4 [ sin 2z Z= 


(3) sin? r. cost z dz; LT ri 
| E í Sin^z4-cosiz" : 0t 


(5) |see* zx dz; . (6) J 5005 mdr: d 
gin zx. cos zo 
k O [es 
cos? z dx COS z dx 
(9) | Slnzx-.cos3r ' ` (10) Sin? x — cos? > * 


IA 某 些 根 式 的 有 理 式 的 积分 


RR T ARA, 是 指 由 VEEE 和 以 及 党 
πο HERES. 记 作 


n(o, JE) 


ya + A 


由 根 式 Vr # > bL EU aus 过 有 限 次 四 则 运 
算 所 得 到 的 式 子 | i 


=- 100 一 ~ 


Rm, ν az? --bz 4-c) 
称 为 根 式 Naz bao 的 有 理 式 ， 这 里 w 关 0，aoc3 十 pz 二 e 
550. 
本 市 的 目的 在 于 论证 不 定 积分 


jb m 
和 x 

[Re A, aa? + bz 4- c) de mE (2) 
可 以 表 为 有 限 形 式 ， 


因为 有 理 函 数 的 积分 可 以 表 为 有 限 形式 ， 所 以 只 要 能 找 
到 适当 的 代 换 把 积分 (1 和 2) 的 被 积 沙 数 化 为 有 理 函 数 ， 问 
BUSY. : 

-在 第 一 章 第 二 节 的 第 二 换 元 法 中 ， 我 们 曾经 通过 例子 介 
绍 了 几 种 根 式 的 有 理 式 的 积分 ， 下 面 我 们 系统 地 总 结 一 王 这 
些 方法 , 并 结合 着 讨论 积分 (1 和 (23), 


(D xd μες, “ae L b)dx 的 积分 ， 


P 


设 Sam+b=t, BJ p= QM 


CO 二 gr agi 
q 


于 是 JA. JV aa 3-B)dz = - [n (= (Z= D ΕΥ 
κ AE t 的 有 理 函 数 的 积分 从 而 可 以 表 为 有 限 形式 
(81 求 | 一 人 | 


IL c 4-9 » 
解 ， 设 Mw 十 2 HI 2 一 纪 一 2 则 


~= 101 一 


«Ὁ 1-2 _ bo 
1-3 l+i' 


de =2tdt, 
于 是 
J. FA ο ardt 2( (i714) dt 
tant  Ji+t | 1+t 


-2[5 -t+ a6 |+o 


-2[ 722 - EFi +m Vor |+o 
-c— 2. / oT À--In(1d-A/232)4-C. (C =01+2)., 
(2) 形 如 | Re "ast b, “/am+ b, ++, AN ac4-b)de 的 
设 Aat +b =t, n tkm, T, ***, Ns 的 最 小 公信 数 ， 则 可 
将 积分 化 为 1 的 有 理 函 数 的 积分 ， 


y 
[13] *|—— 2 < 


TENI 
B. 设 V z =t, R| m — tŠ, mi 
m t f 


| Ὁ — ϱ 8 — t? t-i’ 
de = d (t°) = 6Ëdt, 


6 


一 2 十 到 4 十 22/59 92.813. 6411/6 


8 
2 
ἠθ]η|ωνδ-.1|1-0 

πα. ve +2,/ z +3V a 
Ἔθν a γα] z —1|-0, 


(3) Einfa (s, ΣΕ mun 的 积分 ， -μἷ 


i- (858a, 
于 是 I | 


[ε(», ο. ο aya. 
οιηνι x 


解 ΠΝ /(z— 1) (z--1)3 ry quem zip de 


设 3/Z 十 1 _ El w= {+1 


w—1 ' sp» 
-AH = 
_ _ 6t 
de= — yd 


于 是 
da [3 z+! 1 » 
στι, 8 = ᾳ 1-1 da 
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f, #—1 6t s 1 
-[-πε(- ra 


1 + 
di- [--{-51 at 


| 

---[-ρ 1: ard D3 dt 
[ 
J 


PUR 


E t g^ ATITI -5 al 


T 
| u 


214-1 


= —]a ΠῚ m αλ... 


91 1-3. 


ν΄ 8. 


Patel 


ot τ, 


+ 8 arotg 


- hi 


RU, Ph πα RIT, 


(4) xm [n ΟΕ ΤΕ, ag PT . NOE) da 
的 积分 . . 

A Ver EET ΜΥ n, ty n 的 最 小 公信 数 ， 
ων | 

(5) 形 如 [R (m, VEFE de 的 积分 ， 即 本 节 积分 


(2) ,其 中 a 关 0, aa? bz + e> G. 
这 里 假定 53 一 4ac 半 0, 否则 Var 十 bw 十 e 不 再 是 无 理 


=, 
在 第 一 章 第 二 换 元 法 中 , 我 们 讨论 了 形 如 
jRG, a3 A? ) da, (8) 
| με (e, νας AR oda, : (4) 
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Iz, AST da (B) 


的 积分 , n Y = fa 31113 ΧΗ ΜΑ K BSEC 
法 .它们 的 中 心思 想 , 都 是 设法 把 无 理 式 化 为 有 理 式 , 然后 求 
在 那里 , 我 们 还 针对 形 如 


[βία ax! Tri do | (9) 


的 积分 ， 举 了 几 个 例子 见 第 一 章 小 结 中 的 DLL, 2, 8, 4), 
并 配备 了 一 些 习 题 ， 知道 对 于 这 种 积分 , 可 以 先 通过 配方 法 
把 它们 化 为 积分 (3) (4), (6) 中 的 某 一 种 , 然后 查 常用 积分 
£. 

现在 所 要 讨论 的 是 另外 两 个 问题 

第 一 、 从 理论 上 论证 所 有 形 如 


Jae, ν aa? -- be -- cda (2) 


的 积分 , 都 可 以 通过 配方 法 化 为 积分 (3)，(4)， (9) —. J 
而 积分 (2) 可 以 表 为 有 限 形式 . 
第 二 、 介 绍 求 积 分 (2) 的 另 一 种 方法 一 一 欧 拉 (Euler) 代 
HR. | mM 
下 面 分 别 讨论 . 
第 一 、 对 于 积分 
IE (2, Nas? T ba tc )da 


(a= 0, aa? 4- bz pez 0), (2) 
只 须 讨 论 b2— 4ac = 0 的 情形 ， 
容易 验证 


一 105 一 


az? boc -1- (Qaa 0) + (4αο-- 5^)], 


id 2az--b-—«u, Wu 
= X aa? t bic d- c -Jii [u? + (4ac —?)] 


-— 4 |u* (4ac — 82] . 


当 a>0, Mi 
u? + (4ac— b^). 


/ aa? -brte = t ^v 
2. a 
3 p2?—4ac <0, 则 设 4ac— 0^ = Α”, TE 


421 A3, 


~ ar? -bæt e = = XU z 


zr ὁ; --4ας-»0, Wiz b?—4ac— Α΄, 于 是 


A/ az? --baz +e = lo 
2x a 


当 a <0, Bl —a>0, W 


Naw d-62z-43-c -Wos [一 好 一 (doc 一人) | 


_ 1 C wt 4ac) — w^] 


l rac 
ποτ (5? —4ac) —W', 
此 时 必 有 53—4ac7 0 SMB F (07—4ac) —w* «0, REX 
ax?--bz--cz 05838), Υπ 0?—4ec = A^, TE 


/ aa? + bz +c = 


7 42 2 
V A3 —u? 。 


1 
9. —a 
这 就 证 明了 形 如 [Ros as Ele Ξε )ὰα 的 积分 (3), 必 
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可 通过 配方 法 化 为 积分 (3),(4)，(5) 之 一 , 无 一 例外 。， 而 对 
于 积分 (3), (4), (δ), 可 分 别 作 正切 代 据 、 IE SUI IE δ 
IC 

= 4 ie t, = Á sect t, u—Asm!, 
把 它们 化 为 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 ， 而 后 者 恒 可 表 为 有 限 形 
式 ,因此 ,积分 (2) 可 以 表 为 有 限 形式 . m 


xj, [η (ο, νν αὖἳ bac) de 的 积分 问题 ,已 经 从 理论 


上 完全 解决 了 . 
但 是 ,我 们 必须 指出 ， 用 上 面 这 种 方法 化 出 来 的 积分 , 有 
时 比较 复杂 , 计算 起 来 有 困难 . 
F ií, 我 们 介绍 另 一 种 方法 一 欧 拉 (nler) 代 换 法 通 
过 欧 拉 代 换 , 也 可 以 把 形 如 x 


E (m, Vast br Eo) do (2) 


IPAE A Ἡ H A RAR, FEAN ΜΕΝ ΒΕ, 
第 二 、 欧 拉 代 换 法 ， 
(D 欧 拉 第 一 代 换 ， 
3 q> 0 时 , 设 
Vaz? thote =t- awe (或 {二 Varw), 
两 边 平方 后 , 可 解 出 


vt _ 
| 2、/ qt+b ° 
从 而 
v az? d- bz --c 一 1 一 Ja lt. 
2. at4- b 
u A at?--bttex a 
|»  94aticb ` ” 
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2 Mat rb τον a d 
(24^ a t4- 5b)? 


代入 积分 [RG, Mast Aeqo)de a. HE RAAR 


的 积分 e lees 
Q 欧 拉 第 二 代 换 ， QUT N 
M a> 0 时 , 设 
a/an ὅσφ--ο = 好 -ce (Retee), 


两 边 平方 后 , 解 出 


η; = 


J 


一 2、/ et 一 5 


从 而 


一 — et2—bt—-ave 


a — 12 


-.9 Ν΄ fe 13 TM ray e dt, f 


ση = — ^ 
一 区 7 
代入 je Mas Eb " 后 ， 即 化 为 的 有 理 函 数 的 积 


27. 
8 PETTY 
若 方程 co 十 po 十 c=0 AMARRA Me, N 则 设 


«/σοῦ-Γδω--ο--ἔ(ο--λνὶ (或 (m p)). 
两 边 平 万 后 , 得 到 
ax? tbet = (m—X)*. 
ΧΗ À, 见 是 oa2 十 02 十 c=0 的 两 个 根 , 所 以 有 
ασλ--ὐω--ο--α(α--λ)(α-- ue). 
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这 样 ,就 有 (e= A)*—a(s—AX) (&—p), 
P-A) --αία--μ). 
— ap, A- Mt? 
从 中 解 出 Όσα 
于 是 
A/ aoO2 十 00 十 一 上 一 入 
. (sar αρα 


Aa B δα ?! 
2a (1 — À) t 
de = ——— dt, 
(P —a) 


RA |R@, Aa Ebs-Ec)de a, ΒΚ t MUEREESCHUBR 
分 
以 上 是 三 种 欧 拉 代 换 , 已 经 包括 了 所 有 情形 . -a 
ΑΡΤΑ, 只 用 第 一 种 和 第 三 种 代 换 就 够 了 ， 这 是 因为 ， 
5 oo? 十 zz 二 ec= 0 有 实 根 (一 定 是 不 相等 的 ; MEB ESE), 
则 可 用 第 三 种 代 执着 eo SEE 没有 实 根 , MDP- ae< 
0, ΠΕΙ az2-- ba + c> 0. ” 


ag? bg -b e == 元 j [222 十 5)*4- (4ac — b^), 


Βλ a0. 从 而 可 用 第 一 种 代 挽 。 这 就 说 明 , 第 一 种 和 
第 三 种 欧 拉 代 换 已 经 够 用 了 ， 第 二 种 欧 拉 代 换 在 理论 上 是 不 
必要 的 .不 过 ,对 于 一 些 有 具体 题目 , 有 时 用 第 二 种 代 换 可 以 偿 
计算 简便 一 些 . 
解 ， 用 欧 拉 第 一 代 换 . 设 
ατα --ἐ--σ. 


RAFET, 133} κ 
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q3-—24-1-—1*—2tv4- 2, 


ke 解 出 00 0L 
ai 2t— 1 ` 
从 而 m+ As m--l m4. (te) =t, 
=L) 大 一 上 十 工 γρ 
=d( 一 一 一 )=2 -dt 
1 x σος ^ 
TE — 
全 dz SE 2 (12 —t 4-1) D n 
vem αεί Ji  (QU—D* 


"Jur un 


-21nii — In 21-1] 2 


最 后 , Kiteen eti REDE, 即 得 


| 天 一 全 一 一 -91n | e4- s/z eF | 
z+ ο’ ος m+ 1 


-5 In122 十 2、 02 一 和 十 1 —1| 


9 1 
一 -一 一 一 一 一 一 一 一 十， 
2-2 w+1—] 


此 题 也 可 以 用 欧 拉 第 二 代 换 来 作 . | 


dX να —m54-1-—mvt—1, 
两 边 平方 后 , HB 
, 20-1 
|» 1 —1 
从 而 | | | - 
Am — z+ 1 = — 1 = 2-1 4-1-— m + 2 
i^—1 太一 - 
LZIN οἱ --ἶ , .... 上 十 O 
tM οτι τρ BT 4-16 


-= 10 -= 


ο) td 


i? —1 (i — 1)? 
一 一 2 — 
一 一丝 十 好 一 2 2 dt. 
(t4 - 1)* (£— 1)? 
代入 积分 ， T | ` 
= -| 二 = σσ τσι " 
z+ να A 1) (—1)* ⁄ 
(| —20242t- 
- ha cer di 
2 2 | 
- | [2.1, 1 8 1. -— yt 
£ 2 £—1 2111 (441931 . 
=21n |t! -J 1n] ἐ-τ] -- 3 和 lt u 
J 
最 后 , 将 1 一 个 一 ?十 1 十 代入, ΗΒ 
f- da € -on Na? w+1 +1 | 
e+ Vaut] ΄ | 
| EN . 
_ l να +l+1 -1 
ΠΕΝ 2 
2 
2 | © «€ 
| od 


(OMS aul 
-21n| Va!—z141|-— > In | να) TEYi-si| 
gi ie 


p- 7 νο 
Na? 一 如 十 4 十 十 1 
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这 个 结果 与 上 面 我 们 采用 欧 拉 第 一 代 换 所 得 到 的 结果 不 同 ， 
这 是 因为 用 不 局 的 方法 找到 了 两 个 不 同 的 原 函 数 ， 两 个 结果 
都 对 , 大 家 可 用 求 导数 的 方法 去 验证 ， 
da 

[151 :Rj— d. 

解 ; 方程 一 好 十 3 一 2 一 0 有 两 个 不 同 实 根 , 1 和 2, 因 此 
可 用 欧 拉 第 三 代 换 . 设 

V-o 3o32 =tle—1), ` 


Ju ο —a*82—2 i (e— 12 
同时 又 有 ----Ἔδω--ὃς- --(α-- 1) (ω-- ο). 
因而  δία-1)᾽--(ω-}1(α-2), 


消去 (% 一 1)， 得 到 
ë(e— 1) = --(α--θ), 
从 中 解 出 I s= TT. 
从 而 
V —«^ 4-3z—2 =t (e — D= (42 T2 -1)- a 


t*4-1 


i PERN — 91 
MR 


于 是 
σοι πο ee 
DA 一 0237 一 2 (11-12) (4+1)? 


(fo dt 1 
—2| - 2.7, rdg vr? 


= — VD arct n 
g -万 上 0. 


最 后 ， 从 所 作 代 换 Ψ-αΐΓβα- 2 --1(α--1) m βὲ h {-- 
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xe Ber RARR, 8 


— d o ΜΙ 
=— 2 g ντα δω 2 
= — x 2 axo αἱ J3—D |+0 
这 题 也 可 以 用 第 一 章 第 二 节 所 讲 的 倒 代 换 来 作 ， 令 e= 


ol LL de- (LL λα - 
| PFITI 2 
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一 一 Jg eee +0 
一 Jg aro sin (5-55 -2r ) + C. 
这 个 结果 与 上 上 面 的 结果 虽然 在 形式 上 不 一 样 ,但 都 是 对 的 ,大 
察 用 来 导数 的 方法 很 容易 验证 这 一 点 ， 
作为 这 一 段 的 结尾 ,我 们 指出 以 下 两 点 ， 
D 形 如 [RG, lac? + bz 4-c da 的 积分 , 如 果 具 有 下 面 
两 种 最 简单 的 形式 . mE 
m 6 as Y bz Ee 
|—— 或 | « ας + ὁ. TE da, 
APA. 先 把 根 号 下 的 一 次 三 项 式 az? + b+e 了 配方， 然后 再 查 
第 一 章 常用 积分 表 中 的 公式 ~ 人 @, 即 可 解决 问题 ( 即 不 必用 
欧 拉 代 换 或 其 它 代 换 ). 


@ 如 果 积 分 [RG. «πρ x hse )das 具有 形式 


| ovum 
yag? bmc 
那么 ,除了 可 用 欧 拉 代 换 外 , 也 可 用 例 代 换 ( 见 上 耐 例 D). 
至 此 ， 我 们 已 经 讨论 完了 本 节 一 开始 提出 的 问题 ， 积 分 
(1) 和 积分 (2) 可 以 表 为 有 限 形式 ， 
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1. + FJ E Ao: 


D JL D [rr yy 
ji va c σεν Ts 

ο — ο k (2 UTE 

D E= 5 Jose x 
9) [rar dt (10) [32a » 

an (ESTEE de ο ο 
apan αὐ βαν 
(15) ΕΞ di: (16) [vc 


. ο dz i , 
(17) J (z un b) nl (n ^E = 然 数 ) 7 


as [|= == z (a> 0). 


2、 求 下 列 不 定 积分 
dz | dx 
ὦ fya ὦ [or 


(3) |V +4r— 1 dz; 


dr 
5) I πο δα 6) 


dr 
4 i 
5 [ΕΞ 1 
dz 


(6) ium. 
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第 二 章 小 结 


1. 本 章 讨论 了 几 类 可 以 表 为 有 限 形 式 的 不 定 积 分 ， 它 
fE ` v | x 
三 角 函 数 的 有 理 式 的 积分 ; 
其 些 根 式 的 有 理 式 的 积分 ， 
对 于 有 理 函 数 ，， 总 是 先 分 解 为 最 简 分 式 或 部 分 分 式 , 然后 
逐 项 求 积分 ， 一 般 说 来 , 分 解 为 部 分 分 式 的 方法 , 多 采用 待定 
系数 法 ， 但 是 对 于 某 些 具体 情况， 也 可 能 有 一 些 更 简便 的 方法 ， 
例如 我 们 在 第 一 章 讲 过 的 分 项 积分 法 ， 举 一 个 简单 的 例子 ， 


ser nsu e γρ ze 


l| 1 | 
Κο 


σον 总 可 以 通过 万 能 代 换 化 为 有 
理 函 数 的 积分 , 然后 ， BUS EIER MIU Rede 不 过 , 对 于 
一 些 具体 题目 ， 有 并 也 有 于 方便 的 万 法 (网 第 一 CRUS 
"B ΕΠΗ DE ΒΗ). 
三 市 我 们 讨论 了 菜 些 根 式 的 有 理 式 的 积分 ， 主要 是 


peZ ὦ 
I s 
e (m, ~as? L bete ) do, | (2) 


对 于 积分 (D ,可 用 代 换 νο. ΕΟΝ ΕΙ 
ο πώ RE o RR 
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数 的 积分 ， 但 是 , 在 某 些 具体 问题 中 ， 也 可 以 不 用 欧 拉 代 换 ， 
而 用 其 它 方法 , 例如 配方 后 查 常用 积分 表 ， 或 用 倒 代 换 等 . 

2, 关于 不 定 积分 的 计算 ， 我 们 已 经 分 别 在 第 一 章 和 第 

HWET. 第 一 章 着 重 讲 了 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 (这 
征求 不 定 积分 最 基本 的 两 个 方法 )， 最 后 导出 了 常用 积分 表 ， 

二 章 讨论 了 几 类 可 以 表 为 有 限 形式 的 不 定 积分 . TOR XL 

类 积分 时 , 常 要 用 到 第 一 章 的 内 容 

3. 不 定 积分 的 计算 有 哪些 "PT 主要 用 来 求 定 积 
分 .三 义 积 分 和 其 它 各 类 积分 ( 重 积分 , 线 积 分 , 面积 分 等 ), 以 
及 求解 常 微分 方程 .求解 最 简单 的 常 微分 方程 , 我 们 在 第 一 章 
第 三 节 已 有 初步 了 解 ， 进 一 步 的 内 容 将 在 本 丛书 < 常 微 分 方 
竹 基 础 > 一 书 中 讲 到 .利用 不 定 积分 去 计算 定 积分 和 广义 积 
分 , 属于 本 书 下 曾 几 章 的 内 容 ， 至 于 其 它 各 类 积分 的 计算 ,将 
在 本 处 书 “ 多 元 函数 微 积分 > 一 书 中 讨论 ， 


ΠΠ 关于 求 和 号 “3 


在 下 一 童 开 始 之 前 , 为 学 习 定 积分 作 准 备 , 我们 先 介绍 求 和 号 “3 
的 使 用 : 
设 有 数列 
Zi, 02, t", da, ttn, 
C BJ BU n 项 的 和 是 
αι asd Md. 
为 了 书写 简便 ,我 们 常 使 用 求 积 号 "有 ”而 将 此 和 数 记 作 
σα, 或 lu, Ma. 
iz] e (O13 
有 了 时 为 了 需要 ,也 可 写作 
n—] n 
«δὴ δια, 或 A 
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Ἂ 


管 记 号 略 有 不 同 , 其 实质 是 完全 一 洋 的 ,都 代表 和 数 
ditat’ ta, 
有 了 求 和 号 ,许多 求 和 式 子 都 可 以 简写 
[5]1] zi duxi du. dade, = S' 2; d. 
ἐπ 


gj 2] FCE) ° Mn f (So) dro (ἐν) Ar, -2M) .dp 
[5] 3] 3-142, 
[54] BPR, 


[5] 5] ο... Q + 183. 


思考 是 
1， 试 将 和 数 
V 00) * 4G +V (09) e dig 4- V (v, dt, 
用 求 和 号 X 表示 . 
2， 解 释 下 列 各 式 的 含义 ， 


fy | - fi 总 | 
(1) 2i (αι + ὃν) 2i4t2,b, 
(2) 203,70 ο δι. 
|n E ^ a Opa. 
(3) 2; c 一 C 21 ne, 


38、 用 数学 妇 纳 法 证 朋 ; 
(1) i= MOD. 


: d s n4 nt 1) 

(2) 2) 6 ΕΕ Επ 
ος 11ο. (n— 1) n(2n—1) 
从 而 SD DRD 
4. Ὁ f/(za)=z2) é = iL, Ar; == ur ΒΗ 
SPICE dz, (n— Dan- 


on* 


Ar 一 
— # Ξ ἢ 
E mm 分 


在 前 面 两 章 , 作为 求 导数 (或 微分 ) 的 反问 题 , 我 们 引进 了 
不 定 积分 , 讨论 了 它 的 概念 .计算 及 简单 应 用 、 这 属于 积分 学 
的 第 一 个 基本 问题 ， 本 章 所 要 讲 的 定 积 分 , 属于 积分 学 的 第 
二 个 基本 问题 ， 这 类 问题 的 实际 背景 很 丰富 , 例如 求 任 意 平 
面 图 形 的 面积 ， 求 变速 直线 运动 的 路 程 ， 求 变 力 所 做 的 功 等 
等 ， 初 看 起 来 ， 这些 问题 与 微分 学 所 讨论 的 问题 以 及 积分 学 
第 一 个 基本 问题 都 没有 什么 联系 ; 在 历史 上 , 定 积分 的 发 展 起 
初 也 是 完全 独立 的 ， 直 到 十 七 世纪 , 牛顿 (Newton) 和 菜 布 尼 
£ (Leibniz) 在 前 人 大 量 研究 工作 的 基础 上 ,先后 发 现 了 定 积 
分 和 不 定 积分 的 联系 , 才 推 动 了 积分 学 大 大 向 前 发 展 , 使 之 成 
为 解决 实际 问题 的 有 力 工 具 . 

本 章 着 重 讨论 定 积分 的 概念 .理论 和 计算 , 下 一 章 将 讨论 
定 积 分 的 应 用 . 


第 一 节 定 积分 的 概念 
1.1 两 个 例子 


器 导数 的 概念 一 样 , 定 积分 的 概念 也 是 在 分 析 ` 解决 实际 
问题 的 过 程 中 逐渐 形成 的 ， 作 为 定 积分 概念 的 几何 模型 与 物 
理 模 型 , 我 们 举 两 个 例子 ， 

【 例 1】 曲 边 梯形 的 面积 . 

在 生产 实践 和 科学 技术 的 许多 实际 问题 里 经 常 需 要 计 


算 平面 图 形 的 面积 ， 例 如 . 测量 河水 的 流量 , 需要 计算 河床 横 
汤面 的 面积 ， 设 计 船 体 ,需要 计算 水 线 面 (用 水 平面 去 截 满载 
船体 时 所 f$ ΒΗ) 89 B ΕΕ 3er 1 W HL C HR E j T] F B — 
种 坝 ) 时 , 要 根据 坝 的 体积 备料 ， 
需要 计算 洪流 圾 的 横断 面 面 积 ， 这 
BU Tuti fs SRU e 
《为 方便 起 见 ， ΠΤ ΒΡ ) 的 
| 面积 问题 . 
图 31 自 于 任何 曲 边 形 都 可 以 用 互 板 

乏 直 的 两 组 直线 分 成 若干 个 曲 边 梯形 (图 3-1), 因此, 只 要 
会 求 曲 边 梯形 的 面积 , 也 就 会 求 一 般 曲 边 形 的 面积 了 ， 

下 面 我 们 来 讨论 曲 边 梯形 面积 的 求法 . 

假设 曲 边 梯形 由 连续 曲线 yy 一 了 (2) (f (2 20), z 轴 以 及 
直线 2=a, z= b 所 围 成 .如 图 3-4， 求 它 的 面积 4. 

pH ER ana 计算 三 角形 ,矩形 、 多 边 形 这 样 -。 
些 直 边 形 的 面积 会 计算 曲 边 梯形 的 面积 ， 困 难 在 哪里 * 
就 在 于 有 一 条 过 是 站 这 种 “ 曲 ”与 “ 直 的 矛盾 ， 应 该 怎样 
解决 呢 ? .. 


P 所谓 曲 边 梯形 , 是 指 这 样 的 图 形 , 它 有 三 条 边 是 直线 , 其 中 两 条 互相 平行 ， 
第 沽 杀 与 本 两 杀 互 相 垂 直 , 第 四 条 边 是 一 段 曲 线 弧 , 它 与 任意 一 条 平行 于 
其 邻 边 的 直线 至 多 万 于 一 点 (图 3-2)， 曲 边 梯 形 的 特例 是 曲 边 三 角形 : 
两 条 平行 的 这 中 ， 有 -条 第 成 了 一 -点 (图 3-3), 
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大 家 可 以 回忆 一 下 图 的 面积 是 怎样 计算 的 ， 设 有 一 个 兴 
各 为 “的 加 考虑 它 的 内 接 正 m 边 形 的 面积 S,(n=8, 4, 
…)， 它 是 圆 面积 &B 的 近似 ， 
ή ντ. 
的 极限 就 是 圆 面积 


Jim Sp =S =ar? 


这 种 用 圆 内 接 正 多 边 形 的 
和 面 术 来 推算 图 面积 的 方法 ， 我 
国 古 代数 学 家 刘 微 早 在 公元 第 an 
if ΤΕ {ΜΙΝΙ ΙΑ “中 提出 来 了 。 他 说 : “ 割 之 弥 细 , 所 
Κε, δις ΧΙ, ΕΤΕΙ, ΠΒ ΒΒ S KT Jú Br A 
ο ο με 1 8 IB RET AEREE 
开始 , 一 直 计 算 到 圆 内 接 正 一 百 九 十 二 边 形 的 面积 , 得 到 了 圆 
周 率 的 近似 值 ，xw 守 3 .14. 
现在 我 们 计算 曲 边 梯形 的 面积 ， 可 以 从 这 里 得 到 启 启发 
XX 1ὲ Vis, 我 们 只 需 把 大 曲 边 梯形 分 小 , 分 成 若干 个 小 的 曲 边 
BUE, 对 于 每 一 个 小 曲 边 梯形 , 用 一 个 矩形 一 一 直 边 形 去 代替 
E. 所 有 小 矩形 面积 的 总 和 , 就 是 大 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 . 
分 得 越 细 , 近似 程度 越 高 , 而 当 每 个 小 曲 边 梯形 的 宽度 趋 于 零 
时 , 就 得 到 了 大 曲 边 梯形 面积 的 精确 值 。 把 这 种 想法 具体 化 ， 
就 是 下 面 的 四 步 . 
(分割 ， 把 区 间 [a, 任意 分 成 % 个 小 区 间 , 设 分 点 为 
 — Do LLLE rmm Lu «mb. 
ΤΕΒΕ INE RI BS He EE E 
Aw; = οι t (¿=1, 2, =, m), 


TY — ETRAS 
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过 每 个 分 点 mwG= 工 2, e, TEE HET v 轴 的 直线 ， 把 
原 曲 边 梯形 分 成 % 个 小 昌 边 梯形 , 记 它 们 的 面积 分 别 为 

| 481, 440, *, AA,, 

© 近似 代替 一 一 “以 直 代 曲 "， 由 于 = (0) JE ΒΞ 33; pd 
数 , 所 以 只 要 分 割 足够 细 突 ,使 得 每 个 小 曲 边 梯形 都 很 “ 窜 ， 
便 可 用 小 和 矩 形 一 -一 豆 边 形 去 代 兰 小 曲 边 术 形 ， 这 个 小 矩形 与 
小 曲 边 梯形 同 底 ,而 以 这 底 边 上 任 一 点 处 的 函数 值 为 高 ， 即 

AASF ED An ($—1,2, »'', m, 

其 中 点 6 是 小 区 则 [mous 2i] Γ.Ν Ελ ---μὰ, BD v <£ <, 
(4—1, ἃ, στη, n), WE 9-5 PT ZS. 


Y 
| 


图 35 B Ε 8-6 


O RKA: Kn TREGERUB PUER, 18 Br EE IBi 
TV (图 2-6 rp MATR ΒΗ Se BJ HELP 2 I) , 它 是 原 曲 边 梯 形 面积 
A= AA44- 444 4- *- AA, 
= f (81) * Zim f (£3) * dmt tf En) ° 47, 


H 


Bn A —S AA S FD s 
í£—1 ] 


T 
+ = 1 


D 取 极限 ， 容 易 了 解 ,阶梯 形 面积 -一 -和 数 > (An, 
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με «ΜΑ μα [Ελ La, DIRA 也 依赖 于 中 间 点 去 (1 9, +, 
n) 的 取 法 ， 但 是 , 很 明显 , 分 害 越 细 , 和 数 ο) } E) An Ἐ Ri 


TAA 的 误差 束 越 小 ， 因 此 , 为 了 求 得 4 的 精确 值 , 应 当 将 区 
闻 [α, ὁ] 无 限 地 细 分 下 去 ， 合 每 个 小 区 闻 的 长 度 anl, 


2，…, 由 都 趋 于 零 ， 当 do->006 -1, 2, o, 几时， 和 数 的 极 

PR δ. 2 H 21 FJ BJ BL A, 即 

A= ΤΣ] FE "Δα. 

为 了 方便 ， 记 Ans Δεν, sy Δε, 中 的 最 大 者 为 X， 那么 
λ-»0 就 能 刻 划 4n 0(1—1, 2, =, 内 ， 因 此, 上 式 又 可 以 写 
为 

4-lim f(E) + An, 


VA EPU2P, [8b DLE SL JE 26e fE Jay mS BI EE T 
曲 ， 求 得 面积 4 的 近似 值 一 一 阶梯 形 面 积 ; 然后 ， 通 过 取 极 
ER, 求 得 4 的 精确 从， 从 而 解决 了 馈 等 数学 有 防 无 法 解决 的 求 
曲 边 梯形 的 面积 问题 . 

TEE ARAY u = 人， 直线 2= 工 以 及 2 轴 所 围 
成 的 曲 边 三 角形 的 面积 . 

[提示 :将 区 间 [0, 1] wn 等 分 ， 并 且 每 个 中 间 点 6, G = 1, 
2, tty τι) 寡 取 成 小 区 间 的 右 ( 或 磋 ) 端点 ,j 

【 例 2] 变速 直线 运动 的 路 程 . 

设 基 物体 作 直 线 运 动 ， 它 的 速度 是 不 均匀 欧 , 也 就 是 说 ， 
速度 2 随 看 时 间 寺 而 改 变 , 是 时 间 t A: v=o), BE 
vU) AE UBIXESE IB PAG J k PE PJ lB) ajbi Le, 0193 BroE SER 
IE S, 

我 们 知道 , 当 物 体 作 飞速 直线 运动 时 , 路 程 公式 是 
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路 程 = 速度 x 时 间 . 
现在 , 速度 不 是 均匀 的 ( 即 速 度 不 是 常量 ), 而 是 变化 的 ( 即 速 
度 是 变量 ), 这 就 遇 到 了 CASU 与 “不 变 的 矛盾 .为 了 解决 这 个 
矛盾 , 我 们 仿照 例 工 作 如 下 分 析 :， 从 整个 过 程 看 , 运动 是 变速 
R, 但是， 从 短暂 的 局 部 过 程 看 ,由 于 ο(ὐ) ἘΞ t HER RA, 
因此 , 运动 近似 于 匀速 的 ， 也 就 是 说 , 在 时 间 间 隔 很 短 的 情况 
下 ,， 可 以 以 不 变 代 变 ,把 变速 运动 近似 看 成 匀速 运动 , 求 得 
路 程 的 近似 值 ; 然后 , 在 时 间 间 隔 无 限 变 小 的 过 程 中 , 求 近似 
值 的 极限 , 得 到 路 程 的 精确 值 , 从 而 解决 初等 物理 所 无 法 解决 
的 问题 ， 具体 步骤 如 下 ， x 
Ὁ 分 割 ， 任 意 分 割 区 间 [a, 5135 n AER, 设 分 点 为 
A= lo <H t= b, 
每 个 小 区 闻 的 长 度 为 
=th (ὐ--1, 2, e, n), 
设 物体 在 第 个 时 间 间 隔 [&-1, 幻 内 所 走 过 的 路 程 为 ds = 
1, 2, ο». m), 
ὦ) 近似 代 蔡 一 一 “以 不 变 代 变 ”"， 在 时 间 间 隔 氏 -1, tl 
上 任 取 一 个 时 刻 τι i-a Sut), 以 物体 在 时 Al] τι HJ E ΒΕ 
vT) RIMMER oG), 281 EE ΗΝ BE Br 
走 过 的 路 程 4e, 的 一 个 近似 值 : 
Asz TO) * A ($1, 2, =., v), 
(8) 求 和 ， 把 这 些 近 似 值 加 起 来 , 得 到 总 路 程 的 一 个 近 
似 值 ; 
δ = Asi + 2490 t ee /8g, 
So (τι) * Ala - o (za) * Als to) + At, 


BI s= dez Wo (z) + ΔΕ. 
ἐ--1 $—1 
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O RRR: 很 明显 , 分 割 越 细 , 总 误差 越 小 ， 因 此 ,将 区 
间 La, 0 无 限 地 细 分 下 云 ， 使 每 个 Ji—0G(¿=1, 2, ΝΣ, n), 和 


数 o z) "Δι 的 极限 就 是 路 程 s 的 精确 值 , Fl 
s—lim > v (74) ° At; 
其 中 入 是 诸 ΔΙΑ 71, 2, «e, 由 中 的 最 大 者 , Bl 


À— max (4. 
λ-»0 表示 对 区 间 La, ὁ] μὴ GR 444}, 


1.2. 定 积分 的 定义 


以 上 两 个 例子 , 一 个 属于 几何 领域 , 一 个 属于 物理 领域 . 
我 们 看 到 ， 尽 管 它们 的 具体 内 容 不 同 ， 遇 到 的 矛盾 却 蚌 相同 
的 ,都 是 变 与 “不 变 ” 或 “站 S AUS. 解决 矛盾 的 方 
法 和 步骤 也 是 相同 的 . 反映 在 数量 关系 上 , 都 是 要 求 计算 某 
个 整体 量 ， 最 后 也 都 归结 为 求 某 个 固定 结构 的 和 数 的 极限 . 
类 似 的 实际 问题 还 有 很 多 。 撒 开 实际 内 容 , 把 它们 在 数量 关 
系 上 的 共性 加 以 概括 和 抽象 , 便 得 到 了 定 积分 的 概念 . 

定义 VERE f) E XE IX RI [a, ὁ] FE. ΠΑ“ 

G = m 0 X Ba rr mou xm, mb 

将 区 间 [α, 5] EXEAY n ARR, 每 个 小 区 间 的 长 度 是 
Am -—23,—2,1 ($-1,2, »'“. n), 

id A= max {Az}, 

在 每 个 小 区 闻 Era, αι] 上, 任意 取 一 点 £ (G <Ë ESD), 
TE SAL 

f(So*Am (ὁ--1, 2, e, n), 
将 所 有 这 些 乘 积 加 起 来 , 得 到 和 数 


fi 
ση = 2 f (E) 45, 


W S 13398 δα ἂς f (n) de ix RE La, 8j 上 的 积分 和 和 ， BA, € 
D Μι T < uj ία, ὁ] 42r 398, Y ΤΚ TrEB] GGl, 2, +°, 
ιν) 的 取 法 . 

令 和 -~>0， 如 果 积 分 和 om 有 极限 J, 这 个 了 与 区 间 Fo, b] 
的 分 割 无 关 , 与 中 间 点 的 取 法 也 无 关 , 那么 , 就 称 此 极限 值 了 
μι f (m) dE XR] Le, 要 工 (或 从 & 到 急 的 定 积分 , WE 


I= lim 2o . Aa 一 J: (z)dz, 


其 中 (ο) 4k n 3k, z 称 为 积分 变量 , f(z2) ἀν 称 为 被 积 
表达 式 , la, 0) $5298 E B], a 称 为 积分 下 限 , b 称 为 积分 上 
R, ΜΑ. 

当 }(α) χε [α, b] 上 的 定 积分 存在 时 ， 我 们 就 说 c) 
[a,b] 上 是 可 积 的 . 

有 了 定 积 分 概念 以 后 ， 上 面 两 个 例子 都 可 以 用 定 积分 来 
表示 . 

在 第 一 个 例子 中 ， 上 曲 边 梯形 的 面积 4 是 有 曲 边 函数 y= 
fO ERK Lla, 5] 上 的 定 积 分 , BI 

A= | f Gode, 


这 里 [(α) 220. 
在 第 二 个 例子 中 ， 作 变速 百 线 运动 的 物体 所 经 过 的 路 程 
3, Hx E e Ao — v (O E IR] [a, δ] EREA 
:一 | oDd, 
最 后 ,我 们 说 明 一 下 : 出 现在 这 两 个 例子 中 的 函数 f (m), 
oO pA e SER, 而 定义 中 的 被 积 攻 数 并 不 要 求 一 定 连 续 , 这 
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是 为 了 使 定 积分 的 应 用 范围 可 以 更 加 广泛 的 缘故 ， 
1.3 定 积 分 的 几何 意义 


当 f (a) >0 时 ,上 而 已 经 指出 ， 定 积分 | feodo dts il 
3374 $879 y = f (e) 的 曲 边 梯 形 的 面积 (图 3-7); 
ο lim Ὁ FE) "dn=4 


| 
AU 


w- ú GR i ep j agen B im RR 


NN 


,-1 $4 24 


ΡῚ 3-7 图 3-8 


" f) 0 时 ， 则 一 了 f(z) REHANA y= fle) 
的 邮 边 梯形 的 商 积 4 应 该 是 (图 3-8) 


A=lim $3 [— f (£)] «4m. 
由 极限 的 性 质 , 知 负 负 号 可 以 提出 来 于 是 

A= -lim 21 (E) 4m — f, Foda, 
从 而 | gfGyte- — A. 


就 是 说 , 当 f (o) «0 ñ), 定 积分 | (2)dw 是 曲 边 梯形 的 而 
积 再 加 一 个 代号 
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当 f (ay fE [a, 5] ΕΤΕ (EI 3-9) 时 ， 则 定 积分 应 该 
边 梯形 的 面积 的 代数 和 ， 例 如 , 对 于 图 8-9, 有 


| f(a)de = 8, — 8,+ 8,—8,+8;, 


1.4 关于 定 积分 概念 的 两 点 说 明 


(1) 定 积分 是 一 个 数 ， 它 的 值 仅仅 取决 于 被 积 函数 与 积 
分 上 .下 限 , 而 与 积分 变量 的 记号 无 关 ， 即 


[feda - [^ f oai - pod. 


这 是 因为 定 积分 作为 积分 和 的 极限 ， 它 仅仅 由 被 积 函 数 

所 表示 的 规律 以 及 积分 区 间 所 决定 ， 至 于 自 变 量 采用 什么 记 
号 ,对 极限 值 并 无 任何 影响 ， 正 如 表达 式 
20 1 20 1 20 1 
ese Aye AW 


— 1 Í 1 
都 表示 和 数 I+ tar t t-or 


— RE. 
从 定 积 分 的 几何 意义 , 也 很 容易 了 解 这 一 点 ; 曲 边 梯形 的 
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面积 ,显然 只 取决 于 曲 边 相对 于 底 边 的 形状 以 及 底 边 的 长 短 ， 
而 不 会 因为 把 自 变量 轴 记 成 z 轴 或 1 轴 以 轴 就 有 什么 不 同 。 

(2) 在 定 积分 的 定义 中 ， 下 限 @ 总 是 小 于 上 限 ΟΙ. w 
a>b, E a= b 时 ,记号 [fad 表示 什么 , 并 无 定义 ， 但 为 
了 今后 使 用 方便 , 我 们 规定 ， 


3 a> b BJ, | #e)de = ος 


x a=b 时 ， | z@y =0, 
作 了 这 样 的 规定 之 后 , 不 论 4<5, ab Εξ a= b, 定 积分 
[JO 都 有 意义 了 . 


1.5 关于 函数 的 可 积 


从 图 数 的 可 积 性 的 定义 , 很 容易 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 * J ela, b] E af g, WJ f o dE [a, OESR. 
【证 】 BRES) Ela, 站 上 无 界 , 则 对 于 任何 分 制 
απ Vo a y nr. a4 m o b, 
至少 在 一 个 部 分 区 间 er σε] ASSA b, Β 3⁄ f (z) 
ENAR. 因此， 在 这 个 区 间 上 可 以 选取 一 点 ἐν, 使 得 


f (ED) "οι 的 绝对 值 足够 大 , 从 而 使 得 积分 和 Σὲ f (E) d 大 


于 (或 小 于 ) 任 意 预 先 给 定 的 正 数 (或 负数 ), 这 样 , 积分 和 就 不 
可 能 有 极限 , 也 就 是 说 , fz) 是 不 可 积 的 .这 说 明 ; 无 界 函数 
一 定 不 可 积 , 于 是 证 明了 可 积 函 数 必定 是 有 界 的 . I 

这 个 推论 给 出 了 画 数 可 积 的 一 个 必要 条 件 。 以 后 ,凡是 
讨论 到 函数 的 可 积 性 问题 , 总 先 假定 函数 是 有 界 的 . 
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但 是 必须 注意 , 函数 有 界 只 是 函数 可 积 的 必要 条 件 , 而 不 
是 充分 条 件 ， 换 名 话说 , 有 界 函 数 不 一 定 都 是 可 积 的 ， 请 看 
下 面 的 例子 . 

【 例 3] TEWAK AIEE (Dirichlet) 函数 


D(a) = | L, vj HUNG 
0, cJEJCSRAN, 
TEE ΞΕ [Κ|Β|[α, b] ERED EIRA. 
[με]. 用 分 所 
G =Q, αν Vo D1 «te, == Ü 


将 区 间 [a, 5j 任 意 地 分 为 % 个 部 分 区 间 ， 对 于 区 亲 12;_ 1, αι], 
E ;为 其 中 的 有 理 数 (任何 琴 个 数 之 间 都 有 有 理 数 )， 虽 
DG =1G=1, 2,…, n), 从 而 积分 和 — 
Ὁ DE) «ει =S do = ba; 
MRR £; [αν ι, ci 3382 IE AA 无 理 
D. Wu] D (6) 二 0， 从 而 积分 和 和 
Σ DE) z 0. A, = 0. 


这 说 明 ， 对 于 中 间 点 6 人 = 二 2, e, %) 的 不 同 取 法 ， 积 分 和 
没有 相间 的 极限 ,因而 Ρίω) 是 不 可 积 的 ， d 
这 个 例子 说 明 : SUM ES 2x D z) la, b] LERH 


界 的 ,但 是 却 不 可 积 . 
至 此 ,大 家 自然 会 问 ; 什么 样 的 函数 是 可 积 的 呢 ? 我 们 有 
Ἔ BP ES EI. 


定理 1 ία, ?1 上 的 连续 函数 在 [a, 6] 上 是 可 积 的 
定理 2 区 间 [a, 6] 上 上 只 有 有 限 个 间断 点 的 有 界 函数 在 
[a, 中 上 是 可 松 的 、 x | 


--180-- 


定理 3 KË [α, b] ERS CURAR PP PR GE Lo, ὁ] 上 是 可 
积 的 . 

这 几 个 定理 给 出 了 函数 可 积 的 充分 条 件 。 它们 的 证 明 要 κ 
用 到 实数 域 的 完备 性 (或 连续 性 ) 利 闭 区 闻 上 连续 函数 的 性 
质 , 比较 复杂 , 我 们 在 这 里 就 不 算 述 了 .读者 奉 和 希望 了 解 , 可 
以 参考 一 些 专 为 综合 性 大 学 数学 系 写 的 数学 分 忻 教 科 书 的 有 
关 章 节 ( 如 江 泽 坚 、 吴 智 录 、 周 光 亚 合 编 数学 分 机 上 册 的 第 四 
EX 23). 

PUR BEES BDEU, ΡΕ ΕΞ (Riemann) 可 积 ， 
这 征 因 为 上 述 意 义 下 的 可 积 ， 在 历史 上 是 由 黎 曼 给 出 的 ， [4 
W, ERRER ERD, 


1.6 一 个 根据 定义 求 定 积分 的 例 


[ια] Ισ y=, ERAR e A E 
的 曲 边 三 角形 的 面积 S( 图 8-10). 

解 ， 在 上 面 第 一 段 例 1 的 思考 题 中 ， 我 们 曾 提 示 大 家 将 
KELO, 113 等 分 ， 并 取 中 间 分 点 为 小 区 间 的 右 ( 或 左 ) 端点 。 


现在 取 左 端 态 ,计算 如 下 . 
NN y 

(D 3 EE ΠΗ͂ [0, 1] n 等 
4» 2T FA 

0c 2.. 

Th 7) 
— n-—1 cd ἢ 
φὺ η A 
每 个 小 区 间 的 长 度 都 是 二. A κ 
κ) 
过 每 个 中 间 分 点 必 一 一 
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G = 二 2, …, n—1) PFFF 轴 的 直线 ， 把 原 曲 边 三 角形 
分 成 个 小 曲 边 梯形 , 记 它 们 的 面积 为 
A4,, AAs, .... AA, 
@ 在 每 个 小 区 间 [z-s, c3 -| ——, ΕΒΕ 
ξι 为 区 间 的 左 端 点 , B 


&- 1 ($—1, 9, «... n), 
则 小 怎 形 的 面积 是 
¿a| = (tJ I.S-D. (ὁ--1, 2, =, n). 


它 是 小 曲 边 梯形 面积 AA, 的 一 个 (不 足 ) 近 似 值 . 
D 将 ”个 小 矩形 的 面积 加 起 来 ， 得 到 阶梯 形 面积 (图 
9-10 中 带 阴 影 的 面积 之 和 )， 它 是 所 求 曲 边 三 角形 面积 4 的 
A= AA, AA... AA, 
D -Dtp eD 
1% 7b 7) 
=- [I -2 b (07 1)2] ο 
ᾳ) PA= max (4n) -二 ->0， 即 mw-* 十 co， 便 得 到 曲 边 
三 角形 面积 
A= lim — >G 12, 
根据 上 一 章 最 后 附录 部 分 的 思考 题 3, ἈΠ 
ο ο L (n—1)n(2n—1)_ 1 
o 5 
问 ， 如 果 中 间 点 取 为 小 区 间 的 右 端点 , 则 结果 怎样 ? 
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习 题 一 


1. 定 积分 | ,sin rdz 的 几何 意义 是 什么 ? 
2. 根据 定 积分 的 几何 意义 , 证明: 
(1) J N sin z dz==0; 


a+" 
a 


(2) | sinzdz 一 | sinzlz (a BENZO. 


1 ， 1 
| > wa 


再 从 定 积分 的 几何 意义 , 解释 这 个 结果 ， 

4. 计算 由 抛物 线 y=z?, 直线 z=1, z=5 及 z 轴 所 围 成 的 曲 边 樟 形 的 
面积 

5. 自由 落体 的 速度 v=gt(g 是 重力 加 速度 ), 试 根 据 定 积分 定义 ,计算 
前 5 秒 内 落体 所 落下 的 距离 

6.， 设 有 一 质量 分 布 不 均匀 的 细 棒 ， 长 度 为 1， 假 定 细 棒 在 点 “处 的 线 
密度 为 p(z), 试用 定 积分 表 出 细 深 的 质量 m, 

7. 由 定 积分 定义 ,证 明 

Γαάω-- λα) (GO. 


ΕΡΕ, 当 k=1, F: 
| wz=- b --α, 


G 


8 . 由 定 积 分 定义 ， 证 BH: 


h 2 _ 3 b ϐ 43 
(1) [αᾶς----Ξ5: (3) J qÍ = 5 τα. 


第 一 太 ” 定 积分 的 基本 性 质 


为 了 进一步 讨论 定 积分 的 理论 和 计算 ,在 这 一 节 里 ,我 们 
先 介绍 定 积分 的 几 个 基本 性 质 . 
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性 质 工 (常数 因子 提出 来 若 f) 在 [a, δ] EWH, k 
是 任意 常数 , 则 f(z2) 在 [a, 8] 上 也 可 积 ,并 且 


| kf (z) da: = | (σα, 
【证 】 由 定 积分 定义 , ἈΠ 
b n 
| kf (a)da = lim 9 Ef (E) » An, 
Œ A>0 {=1 
-- lim $ $ f (E) + Ar= h lim $! f (£) «δι 
A—0 {=i λ»0 ἐ-1 
-和 | fad. Ὦ 


{ΕΞ 2( 一 项 一 项 分 开 积 ) E f G), gO tE a, b] En] 
P, WJ (0) +g (a) dE La, b] 上 也 可 积 ,并 上 且 


[ρω =g@)1ae— | f Gyae x: | yd 
【证 】 由 定 积分 定义 , 有 
| [7 (0) £g (ο) Ἰάν-- Ίνα SEG 9601-42 
—lim > LORETA 
lim P FED. Δοιἠ- >: 9 (S) za 
= lim 2: f (£) «Δες lim $g (E) αι 
HEEP fadet f glo)do, 3 
性 质 1, 2 可 合并 写 为 
κο κο 
GEIF 5, h EMRO, 
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称 为 定 积分 的 线性 性 质 . 
"b b b 
(δή 1] | (20 — δα”) d = 2 | 2 dæ — 5| a?da 


b^ . a -— 5 ' b τω 


= 2. 2 à 


= 0# a? (00 — a), 


性 质 3 ( 定 积分 的 可 加 人 性) jz fOe) Mand, ασ ο 

以 及 从 6 8l b oie πλ, Ml 
ος μ.μ (1) 

[iF] © 先 证 α ο ὃ 的 情形 (图 3-11), 

因为 flae [a, ὁ] EHE, MADEE a, δ], TH 
分 和 的 极限 都 是 不 变 的 ， 我 们 取 eMXj—^RAA, TE f (G) 3E 
[a, 54 上 的 积分 和 应 该 等 于 了 了 (2) 在 La, εἰ 5 Le, ὁ} LERS 
和 之 和 和 , Bp 

2x f (€ O N= ΚΑΙ 7 (δε « Zen, + 2i, f (€) s Ádi, 


令 和 ->0,， 上 式 两 端 取 极限 ,由 已 知 条 件 , 就 得 到 (1) 式 ， 
| yaz=| f Go) da | f (aye, 


———  — 
3-11 3-12 
D 当 4g<5<c( 图 3-12) 时 ,根据 情形 ,有 
| f (@) de= | Τί) ἀφ 1- | fw) dy. 
移 项 , EE CL K. 
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J feodo - |f f fods- | f ey de 


-| f (a) da | f (a) de. 
HFa, b, ομ gy fia wm, Ijal b <e<a, K b <a<ce, 
e<a<b, e<b<a, 可 以 类 似 地 证 明 . 
总 之 , 不论 a, b, ο 的 相对 位 置 如 何 , FAC ERE. X 


个 性 质 称 为 定 积分 的 可 加 性 ， 
【 例 2】 Z 
fw) = 9 -| £ 1, 0<¢<2, 
T, 2- ums, 
k raya, 


解 ， 因 为 (ο) 是 分 段 函 数 ， 所 以 定 积分 也 要 分 段 来 求 。 
由 性 质 3, 有 


I) (ο) dz = | f (m) da + | f (z)dz 


=f (2+1) des | edo 

carte tes on 
-r 1 (22—03) +24 - > (3? 一 22) = 5I. 
[5] 3] R | l1— eld. 

解 ， 因 为 


l—2a, exi, 
Π-αἱ-ἠ | 
p—1, >i, 
实际 上 是 分 段 函 数 ,所 以 定 积分 也 要 分 段 求 ， 由 人 性质 3， 知 
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f [1 -αἰαο-- f 1-elde+ f, | 1 — e |do 
-| a-a)de | (ο —1)dz 


1 1 2 3 
-| 1dz- | zaz 十 | odo—| ide 
0 0 1 1 


l qa wg L oa innn 1 8 
-i-3 -0 +5 6 13) —1 3771. 
TERR A. 在 f(z)、g9(4%) 在 [a, b] ENR, EL f (2) σία), 
则 
f Gto | aa (2) 
这 里 α-- 6, 


【证 】 因为 f(w) κο) (ases b), βΠ 1 Y xfj [a, δ] 
ESTEE X Apr] EA PL IRI πὶ & 1, 2, DE n) 的 任意 取 法 ， # Ἡ 
FEDKIE) G=1, 2, =, πὸ, 


从 而 3) Z3 g (E) «δαὶ (axb). 
令 )->0,， 两 边 取 极 限 , dh Ρίο), σία) βε[α, 8] 上 的 可 积 性 ,得 
x lim 3) A, lim Sg) "40 
Bii 
| (æ) do<| g(o) de, 
这 里 <c<2， 1 
34 a>b Bj, ESO) SE mJ. 
推论 1 x (ατα, ὁ] ΕΠΙ, B (930, X a<b, 
则 
[λωλάο»ο, (8) 
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推论 2 车 f(w) 在 [a, δ] ETE B 
πικς Γ(α) «Μ (a«e«b), 
Jpm, M 是 常数 , 则 有 不 等 式 
m(5—a) «| f (e)de« M (b-a), (4) 


推论 1, 2 留 给 读者 目 己 证 明 ， 

注意 , 当 a>5 时 ,不 等 式 (3)，(4) 都 要 反问 ， 

MIRO 若 j(o) 在 [a, 可 上 可 积 ,出 

ο ο (8) 

这 里 ab, 

证】 由 绝对 值 的 性 质 ,有 

πι (κ <I) (a«exb). 

利用 性 质 4 得 到 | 


u | | f (e) da«| f (x) do<| | f (a) Ida, | 


从 而 有 ο μον 


这 里 a<2， ] x 
mxs AO, (3)，(4)，(B) 的 几何 意义 是 什么 ? 
上 述 不 等 式 ,在 估计 某 些 定 积分 的 值 时 ,是 很 有 用 处 的 ， 
【 例 4J ΤΙ EA 
x “Z 
€ 
的 值 , 
Ὁ Jy. fio) sepa, 8] 上 可 积 , 可 以 推出 [f(x) [3 Da, DETA. "EB UE ΒΒ RE 
用 到 函数 可 积 的 充 要 条 件 , 此 处 从 栈 ， 
** 这 是 因为 ~a<t<a 与 12|<a tt, 
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Bh ΤΗ ΗΝ | dz, 先 设法 找 出 函数 f (e) 
-Sh? εκ], 7] 上 的 最 大 值 M SRM m. 35 8, 


我 们 考查 (0) ~ ο fT, T] Bn 


m+ eos z -- sing 02 -- τρ m) (cos z 
Ρο) = 2:892 sins, (o tg τα 


5|. =E, cos c770, e tg v, HE f'(e)<0, 从 而 f (e) 


-Sa2 ο rs EU. 


RR SORBAN M DEKR, T R o= 
所 处 达到 , Bl 


zy ΠΠ 4 π 4 J/9 24/92 
Mf) 
E T 
iti f (ο) 的 最 小 值 m 2e | Z, 5 | tt Αἱ o= 处 达到 ， 


Bp 


2 TU IT 2 


2 
因而 在 | SEA 


a| t2 


2 < snc < 2 2 


VL T JU 
由 不 等 式 (4), 得 到 
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m 0.50<| sine de<0.71, 
í 


性 质 6( 积 分 第 一 中 值 定理 ) 若 f(w) 在 [a, b] FE ΕΞ, 
gœ) Ela, 8 上 可 积 并 且 不 变 号 , 则 在 [ec, 由 上 至 少 存 在 一 后 
<， 使 得 下 式 成 立 

[f G) 9 (ds f € | gede, (6) 
Amas«éxb, 

[iE] 由 假设 , 9g(%) 在 La, OJETE, 不 妨 设 σίῳ) 550 
(α--α-ς δ), 

因为 f(w) 在 fa, 5] 上 连续 ,所 以 有 最 大 值 与 最 小 值 ,分 别 
记 为 M, m, 于 是 

m=<f(e) <M (axes«b), 
而 g (e) 350, 因此 
m go) Sf) g) SH: g(e) (ακοςθ). 
EAM Fæ), g(w) 在 [a, 8] 上 可 积 , 由 不 等 式 (2), 便 得 到 


[ m«g(e)do«s f’ γίο)-σ(ο)άο-«|' M- gæi”, 


9» ASE), σία) Ela, 可 上 可 积 ， 可 以 推出 SO) «σ(α)1Ε[α, DETR. W 
明 要 用 到 函数 可 积 的 充 取 条 件 , 此 处 从 略 。 
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m toda fg d Mf (de, (1) 
由 于 9()20, 由 性 质 4 mie 1, m I 
[σώλάο»ο, 


# | sG)de=0, 则 由 不 等 式 (7)， 知 有 


ooaaz-o 
从 而 对 于 任意 的 &(a<é<5)，(6) 式 都 成 立 
# | zG)de>0, 用 它 去 除 (7) 式 ,得 到 


| (9 9 (de 
-<M 


NR b Tu 
| sæde 
J f (œ) -g (œ) do 
数 = — ME M Ej m 之 间 的 一 个 值 ， 由 
| .yan | 


闲 区 同上 连续 函数 的 介 值 定理 ， 知 在 [a, δ] 上 至 少 存在 一 点 
“， 使 得 


f (£) = L, 
f) -g (e) dz 
m ΚΕ κ aede 
| e (oda 
亦 妈 J.A -sG)46= £C) gwar, 


其 中 αςξςὂ, 
XERE. ] 
当 g<, (60)5X 46 s, 证 明 留 给 读者 ， 


【 例 5】 利用 积分 第 一 中 值 定理 ， 佑 计 积 分 什 ， 


1 m2 d | 
|. “l+ T. 


解 ， 在 积分 第 一 中 值 定 理 中 ， RSO) = σία) = 
btc 
e^, 则 由 (6) 式 , 得 到 


[dne | a= —1 „1 
ovVitw —ltÉJo — vité 8’ 


HB 0<¿£<1, 
BA, 34 £ =0 时 ， sQ 


-1, 是 函数 τε τίν 1] 


上 的 最 大 值 ,而 当 5=1 时 ,一 一 二 = 一 二, 是 


1 
UP Jg vig 
上 的 最 小 值 , 即 有 


A 


νΒ “τ 


ü s= <|; < 
WEE Og) ==1 时, (6) 式 变 成 
[fde-f(D-—2) (ακέςδ). 


这 个 推论 很 重要 ,我 们 把 它 重 新 叙述 一 下 ,并 称 它 为 
积分 学 中 值 定理 Ffo Ela, 了] 上 连续 ， 则 至 少 存在 
一 点 $5， 使 得 


[far=f €) (6-2), (8) 
Ἑηισςκέςθδ, 
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(8) 式 的 几何 意义 很 清楚 : ΜΩΡΟ, f f Coda ER 
曲 边 yf (2) 之 下 的 曲 边 梯形 AabB 的 面积 ,而 了 人) «(0 - a) 
表示 以 fa, ὁ} Ἠε, USO IAHE EabD 的 面积 ，(8) 式 
说 明 : 在 由 边 梯 形 的 所 有 变化 的 高 度 f G) Cae b) rop, € 
少 有 一 个 高 度 f (E) (a Ex), 使 得 以 (6) 为 高 的 同 底 矩 形 

与 曲 边 梯形 有 相同 的 面积 (图 8-18). EU, f G) MC ia 
形 的 平均 高 度 ， 我 们 也 称 


ORPESA) Fo) da 
2j J G) la, ΠΥ 


< 


κ μα αν παν d an πει πα sip καὶ an, TE EE $E T 


is 


[916] 设 


f (a) = [7 

1, lco«2, 
RIDELO, 9] 上 的 积分 平均 值 . | ü 
解 ， 由 积分 平均 值 的 定义 , 再 利用 性 质 3; 有 


f(E)= — | f (e) Ady -ϕ); (e) da 
1 1 . | ^ : | m 
u 下 | £ da -+ κ (0) d EE 
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此 处 的 中 间 点 5 很 容易 求 得 ( 见 图 8-14), 
因为 


必须 指出 ; 在 一 般 情 形 下 , 只 知道 中 间 点 在 理论 上 是 存 
在 的 ,具体 数值 却 不 知道 . 


思考 题 “我 们 知道 ,函数 了 (wo) 的 积分 平均 值 7(E) 是 唯一 
的 , 问 ， 点 是 否 也 唯一 ? 试 举例 说 明 . 


Ὦ 题 二 
工 .利用 定 积 分 的 性 质 4 比较 下 列 积分 的 大 小 ; 
(1) | ας, [ gdz, [ Vidz 


5 3 3 
(2) | sin 2 dz, | sin? zdz, J sint? z dz; 
0 0 0 


5 2 1 1 
(3) J sin z daz, | rdz; (4) | e ^dz, J e "da. 
0 0 « Ὁ 0 
4 4 2 Z 
(5) | In zd z, J In? zdz, (6) jm cdz, J In? zdr, 
1 
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. Ef (e) Έα, δ] L02018 EIRA RE ERR 
f (a) @-a)< | fd f (b) (b0), 


并 给 予 几 何 解 释 ， | 
. f G2, g GO dE[a, b] EFIR, WH 


frogo | Pear f gaar], 


这 里 acb, 
.利用 不 等 式 (4), 估计 下 列 各 积分 值 ; 


ὅπ 
(1) | (2? 4- 1)dz; (2) | Í VIF sin7z dz; 
4 


(8) | | ede, 

- 利用 不 等 式 \4), uE BH: 
2 .(^ gdz 1 

Ὁ 去 < r T 


利用 积分 第 一 中 值 定 理 ,证 明 


Ὁ) 1<| wdc<e. 


TL 


" 
lm | &en^zdz-—0, 
no+» 


. kfG)=|z]#[—1, 雪上 的 积分 平均 值 ， 并 给 以 几何 解释 . 
. 2 f Ge) EL, GELIR, 试 证 ， 改变 f(x) 在 区 间 端 点 处 的 函数 值 ， 
它 的 可 积 性 不 会 被 破坏 , 积分 值 也 不 会 改变 ， 即 
A Sœ Ele, δ] ΕΠΗ, H. 
gr) 三 f(r) (a«z«b), 


b 
ju Γ σία) dz- | f (z)dz, 
. Rn TER a, αν, :'', αμ, ARK ΕΤΕΡ SL” 


αι, O=<r<1, 


Q4 1, n—Zzszr«n-l, 
αμ, Ἡ-ἱ-α-Ἡ 


在 区 间 [0, 上 的 积分 平均 值 ， 并 由 所 得 结果 进一步 考虑 积分 平 


均值 与 通常 的 算术 平均 值 的 关系 ， 从 而 说 明 函 数 在 某 个 区 间 上 的 
积分 平均 值 概念 可 以 奢 作 有 限 个 数 的 算术 平均 值 概念 的 发 展 或 推 
三。 

10. iZ f (e) #E[o, 妇 上 连续 , 且 J(z) >0, E f G) EO (D f(z) 不 恒 等 于 


| f(Dar>0. 
= fG), gœ) Ele, 9] 上 连续 , E 70) «900, IB Τί) s9 CO, 又 
a«b, Wi 


δ... h 
| Τίσα -- | g (x)dz, 


11. Wf Gode, 5] 上 连续 ,证 有 车 | ad=, 则 在 [a, 5) F, 


Υ(0)Ξ0, | 
ΤΕΕ. 在 证 明 第 10. lI 两 题 时 ， ERENT Db, SME ΠΗ 
ASIE, mE 


第 三 节 ” 微 积 分 基本 定理 
3.1 微 积分 基本 公式 x 

我 们 已 经 讨论 了 定 积分 概念 的 由 来 以 及 定 积分 的 基本 人 性 
mm, 知道 定 积分 是 很 有 用 、 很 重要 的 数学 工具 ， 但 是 , 到 月 前 
YE 我 们 还 只 会 根据 定义 来 计算 定 积分 , 这 就 需要 计算 积分 
和 的 极限 ， 我 们 从 第 一 节 例 4 已 经 看 到 ,即使 被 积 函数 很 简 
单 ， 这样 的 计算 也 比较 复杂 、 并 且 对 于 不 同 的 被 积 函 数 还 须 
有 特殊 的 计算 方法 , 无 疑 这 是 很 困难 的 ， 因 此 , 必须 寻求 计算 
定 积分 的 简便 而 统一 的 方法 ， 这 就 是 下 面 要 介绍 的 微 积分 其 
本 公式 ， 它 把 定 积分 的 计算 化 成 不 定 积分 的 计算 , 揭示 了 害 
积分 与 不 定 积分 的 内 在 联系 , 在 解决 定 积 分 计算 的 问题 上 ,大 
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大 前 进 了 一 步 ， | | 

在 介绍 微 积 分 基本 公式 之 前 ， 先 考查 物体 的 变速 直线 运 
aj, 可 以 从 中 得 到 启发 . 

第 一 证 例 2 告诉 我 们 : ERRIRE o=o), 
77 A ΠΕ ΠῚ B] R] [8 La, 6 内 所 经 过 的 路 程 是 

| «coat, 

男 一 方面 ， 如 果 知 道 物体 运动 的 规律 ， 即 路 程 函 数 3= 
SH, 91 ΕΕ ΛΕΕΙ 1, 物体 到 起 始点 的 距离 , 那么 这 段 路 
程 显 然 等 于 

(0) —s(a). 


因此 ,有 Γο()ά:--ε() --ᾱ(α), 
这 里 ,v( 办 与 8() 的 关系 是 
s (0 -ο(). 


这 一 事实 启发 我 们 去 考虑 如 下 的 问题 : 
对 于 一 般 的 可 积 覃 数 Fe)， 如 果 有 另 一 个 函数 FG), WS 
Æ E" (e) =f a), RWA ERES AR 
| f Gods - FQ) --Ρ(ὰ) 
呢 ? 回答 是 肯定 的 ， 这 就 是 下 面 的 
定理 ( 微 积分 基本 公式 ) EJE [a 8] 上 可 积 ， 而 
Ew) Ela, bl LER, Ela, b) UN πα, B. F' (e) 一 f(z), 则 有 
| £G)as= (0) — F(a). (1) 
AmE wE F (e) 1s5， 公 式 (1) 称 为 微 积分 基本 公式 ， 
【证 】 用 分 点 
o = Py OL. tL i < Q, = D 
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将 区 间 [a, 妇 任 意 分 成 m 个 小 区 间 . 0 
在 每 个 小 区 间 [m1 ο) G —1, 2. «.., nn) 上 ,对 函数 F (o) 
运用 微分 学 中 值 定 理 , 得 到 
F (αι) — F (m1) = F'(£) * 4m =F (€ * 4n 
(e-i<É <s) (&=1,2, =, n). 
将 这 n 个 式 子 加 起 来 , 得 到 
F(b) —F (a) = [F (οι) — F (zo) ] + [F (23) — 7 (αι) J 
d REP (0) — F ($3) ] + [F (29) — E (@,-1)]1 


-= 21) ° ATi, 
B 04e FB) —F(a). 


d À = max (42,0, 得 到 


lim 37 f (£) «4n = lim [P (5) — F (a) 
~ 了 (5) 一 了 (a) (BO Σ(6)--Ε( REMO. 
E f (2) tela, 8] 上 可 积 ,因此 不 论 中 间 点 (i=1 
2,…, n) 如何 取 法 , 所 得 积分 和 21 F (E) ,dm 的 极限 都 是 定 
积分 | fG)de, MA 


| rue=-FOD)-FoO， 1 
微 积分 基本 公式 是 由 牛顿 (Newton)、, 菜 布 尼 效 (Leibnig) 
发 现 的 , 因此 , 也 称 为 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 
这 个 公式 告诉 我 们 ， 要 计算 定 积分 | f(z)do, ΗΕ 


出 f (a) FEE faT— 1 JR ERG E (0), AJ EEG) 在 积分 上 限 的 
EFO), W FO ΕΤΗ} F PRISE (a). 这样, 就 把 很 广 
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泛 的 一 类 函数 的 定 积分 计算 问题 ， 化 成 了 求 被 积 函 数 的 原 函 
数 的 增 量 问题 . 从 这 里 , 我 们 也 可 以 看 到 不 定 积分 的 计算 是 
很 重要 的 . 


[ 例 1] edd n 
Wt. 31 -ς e ERRERA 的 一 个 原 函 数 ， 由 微 积分 
ERALAN 
E -0-3 


Í 


对 比 第 一 节 例 4, 这 里 的 作法 显然 方便 多 了 ， 
【 例 2] Rf sin? z+ cos z de, 


解 ， 因 为 

[Μπ Y e COS 2 da = sin: zd(sin ο) =} sinf z4-C, 
所 以 由 微 积分 基本 公式 有 

2 1 - 1 . 4 VD - - 1 

J. sin? ge cos 4 de — τ sin* T =L sin 可 ο|---ᾱ- 

[ 例 9) R| au s. 

解 ， 因为 

1 - : i τ - 
Ι (^ 1 

所 以 | ΓΤ ο ο”. 


= Πε] —4+1|—In|—6+1]] 


_ [μι -ipn 
zlin 3—In5] => In Z. 
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ρα iZ | 
VT, 0<w<<1, 
， fe - e ?, l--x3, 
R | fG)dz. 


WR. 由 于 f (2) 是 分 段 函 数 ,因此 定 积分 也 要 分 段 求 . 
|f (ο) dw — E (æ) az 十 | f (adr = | V œ da +| e *do 


2 8 . 1° 2 _ 
= ο) Te | -$0-0-( $—g 1) 
2 1 1Ν 2 -i 
3 (2 r) at 
5 1 
[51 5] Rf Ve (4 — Tp A 


解 : 求 原 函 数 有 两 种 方法 
(1 1 
o Jic =-= va 


YLISEN 0 


1 1 1 
-2|—5.— s - 2| EN 
"l-a ERES Jicz4 0 v) 


"| (va) -2aro sia +0, 
1 
D =a [5 


V — (eg) -α l 


_ [nc à EN 
γ-|6-8) -+| WGO - 6-3 


一 豆 ) 
| ( 1 
8 
— aro sin ——+ C == aro sin(2z—1)+0, 
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因而 
(D fz 


ἦα--9 ατο αἶτι ^ m x 


Ë. ζω h3 


MN " 


᾿α(1--ῳ) a= 2) 
-2 (aro sin αγ) 220.3397. (EX). 


dz -— are sin(2z — 1) | 


ORE 


να(1--ῳ) 


ΠΡ . 


-- arc sin 于 一 aresin 020.3391, 


从 这 里 我 们 看 到 ; 选取 不 同 的 原 函数 来 计算 定 积分 时 , 结 
果 是 一 样 的 . | 
一 般 说 来 , EF (o), G (z) E: f (9) IF AI [5] ἐδ PER, 
则 有 x . 
| ADaz=FGo)|， 


μου ος 
事实 二 ,因为 (2) 与 G (2) 只 差 一 个 常数 , 即 有 
T(G) = G (z) +, 
pmo | fGde=F()|1— [8 (0) 1-03; 


= G (x) j+ O| —G(a) |5+0=G@() |? 
[6] 汽车 以 每 小 时 32 公里 的 速度 行驶 ， 到 某 处 需 机 
减速 停车 ， 设 汽车 以 等 减速 度 4 二 2 米 / 秒 "刹车 , 问 从 开始 刹 
车 到 停车 ,汽车 走 了 多 少 距离 
解 ， 我 们 知道, 物体 以 过度。 一 0( 介 作 直 线 运动 时 ,在 时 
[B] B] ES [α, 0j 内 所 走 的 距离 可 用 定 积 分 表示 : 
s= | odt, 
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这 里 和 需要 知道 速度 函数 和 所 经 过 的 时 间 . 因此 , 首先 村 算出 
刹车 后 汽车 的 速度 。 当 1=0 mp, 汽 丰 刚 开 始 刹 车 , 这 时 速度 


为 


vo 一 32( 公 里 /小 时 ) — 57 7000. 一 3.89( 米 / 秒 )， 


和 阐 车 后 ,汽车 作 匀 减速 运动 ,因而 其 速度 为 
v(t) = 0ρ--αί-- 85.89 -- 24. 
其 次 ,需要 求 出 从 刹车 开始 到 停车 ,经 过 了 多 少时 间 。 当 汽车 
停 住 时 ， v(t) = 0, EX JA, 
| v (t) 2 8.89—21:—0, 
解 得 1 一 一 一 4 A9). 
于 是 ,在 [0, 4. 和 |] 这 段 时 间 内 ,汽车 所 走 过 的 距离 是 
ο (8.89 —2t)di = [8.89 1—12] 531219. 76 GO). 


即 在 刹车 后 ,汽车 需 走 过 19.76 米 才能 停 住 . 
【 例 7】 Rf) aw EO, 64] 上 的 积分 平均 值 . 
解 ， 由 第 二 节 , 知 积分 平均 值 为 
= | (yas = ar N νο dz 
1 .2 v2 αμ... 
664 8 P Ó ° 
从 以 上 各 例 ,我们 初步 看 到 了 微 积分 基本 公式 的 重要 性 . 
它 把 原先 的 求 积 分 和 的 极限 这 样 一 个 复杂 的 定 积分 计算 问 
题 , 归结 为 求 被 积 函数 的 原 函 数 问题 , 使 得 对 于 许多 常见 的 函 
数 来 说 , 定 积分 的 计算 变 得 比较 方便 ， 正 是 根据 这 -- 点 ,有 时 
我 们 也 利用 定 积 分 来 求 某 些 和 式 ( 如 果 可 以 把 它 看 作 某 个 函 
数 的 积分 和 的 话 ) 的 极限 . 


HE. BRAR 
1 1 1 
nil προ T kiwa 
— 1 | 1 ] 1 
Π.Ν. αν 2 n 
πει συ” 
3401 1, 1 1,., 1 1 
0124 ΠΝ n PRK: n 
ην 
Mold 
A 14-5. 7 
"i 


考虑 函数 0) = Ls CELO, 1] 上 是 连续 的 , 因而 是 
DE FAN τ ΒΞ ΉΗΙ R AREE, 所 得 积 


分 和 的 极限 都 是 | 了 dz， 现在 , 我 们 考虑 一 种 特殊 的 分 
ἥν, ELO, Un 等 分 ,分 点 为 
TEE 2... < nl πι 
入 1b Τὶ 2 7b 


每 个 小 区 间 的 长 度 都 相等 , 即 dm (4-1, 2, 5, n), 同 
时 , 把 中 间 点 δι BURD PCR] BJ £ Wg sa, ΒΗ 

¿= (¿=1, 2, tt n), 
于 是 积分 和 


SSES e 


— 1 1 / 1 1 ,. 1 
^£ τ. ὁ n de EET: H ΕΠ Γῃ 
η} 
^ X = L0, 即 n—co, 便 得 到 
τ. 1 l 
το 
1 n 
= > |  — ° 
lim izi 14-5 "n im 2) δν ^n 
Th 


1 1 ! 1 
πο ο ο =m, 


P OP L... pn 
[19] 求 极限 lim σα στ (pa —1), 


ΠΕ. 这 个 和 式 的 极限 也 可 以 利用 定 积 分 来 求 . 


p put l ... p p OD ... 
Mm 1?4-2?4-...--n lim PPH L 


n= ppt nco n’ η} 


[y Qe 1 


i n ΝΡ 1 1 1 1 
Dm ] 5) c 二 一 | t aP — —. 111 
μα > ( o^ da pl i 


fico [=1 «7l 7b 0 


-πττ (Q=, 


p+1 
jj ΒΞ 

I， 利用 人 微 积分 基本 公式 计算 下 列 定 积分 ; 

ous G) [ às, 

es ? 3 . 2 二 . 

(3) | ada; (4) [ yd 

“1 1 
(Š) ΝΟ; (6) | (30 —1+1)dt; 
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an | = gy; 


0 1 
21 — — (ᾖχ» 
(21) | a*-4-2z--2 ax; 


e» [^V ya 5 
(25) Γ Iz | dz; 


(27) J, nelas 


05) [ἔπε py 45 


ao |, zur 


天 


š 
(19) J. sin? z dr: 
7 . ο 
(14) [ Sin" Q ° cog? (Qh dp; 


16) P2 
Q0) | Z= de 
(157 f " a? -- z? dar 


c da 
(20; 上 Irne dg 


$ 


(22) [ d 


1 arc sin/ x 
«5 | Vr z) 


3 
(26) | 12-zlam 


dxs 


“Ἔ 
í — 
(28) J. A/COS Z— Coss z dz, 


2. 用 定 积 分 计算 下 列 各 图 中 斜 线 部 分 的 面积 


(D 


— 55 — 


d 
a, καὶ. Hem ER αὶ. ο s μα, μεν ΠΝ uem ου ees s G 


| 
Y 
8 


Bj 3-16 x 图 8-13. 


3. 求 下 列 函 数 在 所 给 区 间 上 的 积分 平均 值 ， 
QD fæ) =z2 1Γ0, 1] E; 
(2) f (2)=10+2 sin z+3 cos < 在 50, 2v] E; 
(3) f (2) =sin z-sin(z+e)#[0, 22] E; 

u 1 Ν _ _ - l 
(D fO) = yrr 310, 3π].Ε(Ώ-Ξε--1), 


4 利用 第 一 积分 中 值 定理 估计 积分 上 
5. 利用 第 一 积分 中 值 定理 证 明 . 


1 T .. 
1) N | = -- 
( ) TH Q l-a dz 0; 


25 d 
Z, 
ν1Ἴ-α 


nt 7] 
(2) im | d=0 (p>0), 


6. i "n AERA, ur A: 
Γ sin nx dz =Q; Γ 
7. W m, n S E SER HE BB. 


Cos nz dx == 0, 
F 


x . 0, mm 
J SIN mz + Sl nx d 

一 : C, m9, 

T 0, mn, 
J COS MIX + cos na de=] | 

~ o T, men, 
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Γ sin mg-os nz dx = 0, 
8. MEE — dz SERUESCSERIEXAX XU DA? 对 积分 


[ uou da Wee 
ο τς τς BU SED SESESE BR 2y rb i E 
m, 18 y (a) #[a, 5] 上 连续 , 则 在 [4, 妇 上 至 少 存在 -点 所 使 得 
[fas f) e-a) (κέκθ. 
10. 利用 定 积分 求 下 列 和 式 的 极限 ， 


(1) lim (e .十 ---) 


(2) ΠΣ ‘+sin tia), 
ρου 3) ni 


3.2 微 积分 基本 定理 


上 面 我 们 讨论 问题 的 角度 是 ， AUR: RR ER δι f Q2 Ἡ LER 
3 F (e), 那么 , 定 积 分 就 可 用 下 式 求 出 来 ， 


[| zG)ae= F0) — F2). 


但 是 , 7(o) 是 什么 样 的 函数 , 它 才 一 定 有 原 函 数 呢 ? RA 
话说 , f a) 满足 什么 条 件 , 它 的 原 函数 才 必 定 存在 呢 ? 

这 个 问题 ,我 们 在 第 一 章 第 一 节 的 后 面 曾经 说 过 ,将 留 到 
第 三 章 再 讨论 ， 现 在 , 我 们 可 以 解决 这 一 问题 了 ， 不 过 ,需要 
先 介绍 变 上 限 的 定 积分 ( 即 上 限 为 变数 的 定 积分 ) 的 概念 . 

1. 变 上 限 的 定 积分 

设 f (2) te [a, 5] E EBU DUXET EXC n (aD, f (o) 
在 [a, e) ETR”, 即 定 积分 

o AT Ela, 人 上 盏 积 ， 可 以 推出 JoO) 在 [a, 2] 的 任何 一 个 部 分 区 间 上 

ἜΗΙ, ur39 22H] Ug CHI AA BU JE SE SR FE, 此 处 从 栈 ， | 
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ΜΟΙ; 
存在 ， 这 是 一 个 上 上限 为 变数 的 定 积分 ， 因 为 给 定 一 个 αία-ς 
5<1 后 ,就 有 一 个 积分 值 与 之 对 应 ,所 以 | fede E E Ra 
HRR, 我 们 把 它 记 作 D), ED 
D) -| fda, 
在 这 里 , 右 端 的 既 表示 积分 变量 ,又 表示 积分 上 限 , 容易 混 


Hi. Ek. 为 了 区 别 起 见 , 不 妨 把 积分 变量 换个 字母 , 比如 换 
Ri 这样 , 上 式 就 写成 


d (z) -| f (dt. 

EJL E, ii Da) 
代表 右 侧 邻 边 可 以 变动 的 
曲 边 梯形 Aaa O 的 面积 (图 

l | ~。 3-18). 这 个 面积 随 右 侧 邻 
图 3-18 边 的 位 置 α 而 改变 , JE BL, 34 
> 给 定 后 ， 这 条 邻 边 就 给 定 了 ， 面 积 D (2) 也 随 之 而 定 ， 因 而 
D (z) E z {8 58 δε, 称 为 面积 函数 ,有 时 也 记 作 AC). 
在 物理 上 , 以 速度 2 坊 作 直线 运动 的 物体 , 在 时 刻 寺 到 起 
始点 的 距离 是 | v (dv (为 了 避免 混淆 ， 我 们 把 积分 变量 记 
作 ,这 里 a 是 运动 的 初始 时 刻 ， 显 然 ，| (rr 也 是 变 上 
B ὁ 的 函数 , 记 作 s( 人 ), Bl 
s(1) = | v(t ds, 


PARAH, WERAK, 
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2， 微 积分 基本 定理 x 
关于 函数 o0) - | FOU, 有 两 个 基本 的 定理 ， 在 整个 
微 积分 学 中 , 可 以 说 它们 是 很 基本 很 重要 的 . 
定理 工 (连续 函数 的 原 函数 的 存在 性 ) # f (o) # la b] 
上 连续 , 则 函数 
Da) =| f odi (asa « δ) 


Æla, b] E. T] $4.20 H. 
Q'(v)-f(vm (amb), 
即 Φ(ο) E f(c)7E[a, b] F B9 — 4 DR PE C. 
【证 】 由 导数 定义 , 知 只 需 证 . 


由 -" WB(w) 的 定义 和 定 积分 的 性 质 3， 有 
D (z 4- Az) — Ó (z) -| 7 (D) d- | (di 
-| foe FO d= θα 
由 积分 学 中 值 定理 , 得 到 
F FOSE) «d, 
即 b (z + Δα) — 6 (z) = f (£) * Az, 


Φ(ο--4) -Φ (ο) 
ο 


其 中 上 在 2 与 2 十 如 之 间 ， 
令 如 ->0,， 则 e+ 4c, 从 而 E>z， 由 函数 f(z) 的 连续 
性 , 便 得 到 
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m- PEHA 009). Jim f (O -lim f (ë) =f (x), 


s Φ'(ϱ) -γω),. 1 
定理 工 告诉 我 们 ， 只 要 /(e) 是 连续 的 ， 它 就 一 定 有 原 函 
HL), JEHGETRURECIER AO KR EMER, If 
D'e) = [FO ar - fe). 
ΜΑΝ ERRHRURRU EUIS. MARETA 


= +» -:. e G G 58 à 5 — 088 F 00 . 


TE BU PE tH [| DRE PASS SC A PR PS 29. 
当然 , f (0) 连续 只 是 了 (w) 有 原 函 数 的 充分 条 件 , 并 不 是 


定理 1 的 物理 意义 非常 清楚 . 


变 上 限 的 定 积分 8() ~ | οίτ)άτ 是 路 程 函数 , 它 的 导数 


8 (1) - [o dz | 
正 是 速度 函数 o), EIUS 


“ΠΗ, o (r) ὅτ | = v (t). 


wu — 2 

【 例 10】 求 一 (| |, eos 3tdi |. 

解 ， 由 定理 1， 知 
d | | oos23 — cos? 
| | oos at di | = cos* δα, 


[111] 求 名 [| Vmeeba] 
解 ， 出 定 积分 的 规定 , 知 
μα ο ο μα ο. 
青 由 定理 1 得 
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all NEJ £ lo (t+ 1) Gt | 
-4 [- -人 ο 1)dt| 
= -- IN V tIn (P--0di|- — zn (2^ 4-1), 


[1121 sk [pea]. 


解 ， 这 里 | ed o^ Iis NUR HEARR. A 
c'-—u, ΠΒ 
Blu) = | eat, u= o. 
由 复合 函数 求 导数 的 公式 , 知 
A AF tdt |- L- [δω] = -ó (y). τ. 


= g” 2w = Pwe”. 


思考 题 RA | ea] 


[提示 ΚΕΙ 


u edi = K “d| “a= — [e edi [^ edi, 
然后 再 参考 例 12 的 作法 ,] 

定理 & 微 积分 基本 公式 ) Bt f (v) 在 [a, b] 上 连续， 
Ew) J& f (e) 的 任何 一 个 原 函 数 ， 则 有 微 积 分 基本 公式 


J zeae = 7 à) — P(O). 
[E] BA EOE SOAR XEN 1, 知 
Q (z) = | f)at 
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* - 
~ PF 


也 是 了 (2) 的 一 个 原 函 数 . 根据 第 一 章 , m dmg 
差 一 个 常数 0， 因此 ,有 
F'(z) = p (a) 1-0, 
Bj 
F (a) = J  f(Odt4-C. (2) 
这 个 常数 很 容易 定 出 来 . 
k (a) =| f(Dat+0=0+0=0, 


BU C = F(a), 
代入 (2) 式 ,得 到 
Fo = ra FF (ay, 


|a= FG) P(O. 
特别 地 , e= bB), 
[reo FQ — FG. 


ip |λώνά-Ρῳ)-Ρίω. 1 


σα ως πα I-RE ERAR 
一 证 明 ， 但是, 定理 2 的 条 件 比 前 面 的 强 了 一 些 ， 如 果 单 纯 
从 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 的 角度 来 看 问题 ， 自 然 是 条 件 越 弱 越 
好 .不 过 , 后 一 个 证 明 所 利用 的 定理 二 在 理论 上 是 非常 重要 
的 ,所 以 ,对 于 这 后 面 一 个 证 明 , 大 家 也 应 该 了 解 . 
[n] 9S — 98 — 3 28 6 ER——— ΠΡΕΠΕΙ. Τε XD ER, 
我 们 曾经 介绍 了 简单 初 值 问题 
作 
Y |α-α)”- Yo 
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的 解 的 唯 -~ 性 并 且说 过 ， 解 的 存在 性 留待 第 三 章 再 讨论 . 
现在 ,我 们 学 习 了 定理 1 一 一 连续 函数 的 原 函 数 的 存在 性 , 就 
可 以 来 解决 这 个 问题 了 ， 
定理 3 (简单 初 值 问题 的 解 的 存在 性 ) Wi f (o) dE, bJ 
上 连续 , axb, 则 在 [a, b] E, Hi AA 
[" =f (x), 


y | »=7, = Vo 


的 解 一 定 存在 ， 
【证 】 由 定理 1, 知 f(w) 在 [a, 5] 上 有 原 函 数 


Dla) = | f aya. 
BREA 本 (的 一 | Qa 
也 是 Jo) 的 一 个 原 函数 (事实 上 ， 
2.6) - foa - [fC dit f f (t 


-| f(odt--9(), 
与 名 (只 相差 一 个 常数 | (Odi). Bh ΕΙΔΗ: 
y'=f (Œ), 
y ESO B) KR 8k, ATI y 与 Ds (e) 相差 一 个 常数 Ο, 即 有 
v— 0, (0) +o = yaya+O, (8) 


T AT C 可 由 初始 条 件 Y] z=%, = Yo ^E H; 
将 初始 条 件 2=zo 时 y=yo 代入 (3) 式 ,得 


v | fdt+O=0+0, 
OC — gs, 
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将 O= 代入 (3) 式 , 即 得 简单 初 值 问题 的 解 
ος (a«m« b), 
这 就 证 明了 简单 初 值 问题 解 的 存在 性 ， 1 
jj mM 


1. xk GG) = [t cost dt fiac, sS, coe 处 的 导数 ， 
2. K 


(1) ESI αι at |. (25 i itat (20); 
oae eife 

o [πα 00m pa | 

(7) [| gin α΄ dz | (8) ΚΝ sin x? dz; 


(9) |í sin 19 4ο]... 
3. suc o) = [7-2 L- 必 在 [0, ERRAR S RM. 
4， 用 洛 比 达 ( 了 cspitale) 法 则 求 下 列 极限 


| | eos ^i | ΚΠΣ 
(1) lim 19 s; (2) lim — 
N (are tg t) adt 
9) m 2- 
(3) lim == 


第 四 下 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 


到 现在 为 止 ,我们 利用 微 积分 基本 公式 计算 定 积分 时 ,总 
是 先 求 出 被 积 函 数 的 一 个 原 函 数 ， 然 后 将 原 函 数 在 积分 上 虐 
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的 值 减 去 它 在 积分 下 限 的 值 ， 但 是 , 在 不 少 情况 下 , 由 于 原 函 
数 可 能 比较 复杂 , 因而 这 种 计算 是 比较 麻烦 、 困 难 的 .如 果 再 
碰 到 原画 数 不 能 用 不 定 积分 的 一 般 法 则 求 得 时 ， 微 积分 基本 
公式 便 失效 了 .。 本 节 的 目的 , 在 于 另外 给 出 两 个 计算 定 积分 
的 公式 , 这 就 是 定 积分 的 换 元 积分 公式 和 分 部 积分 公式 ， 它 
们 的 证 明 比 较 简单 ， 只 需 用 到 微 积 分 基本 定理 和 微 积分 基本 


AX. 


4.1 定 积分 的 换 元 积分 法 


”定理 1 设 .jw 在 [w, 引 上 连续 ， 作 变换 w=p 的 ， 它 满 
ΕΞ ΑΗ: 
(1) 当 t=a 时 , w=9(a) =a, 
= t= 8 hj, α-φ(β) = bi 
(2) 当下 在 [ww B] 上 变化 时 ，2=9 人 的 值 在 [c,， b] E% 
化 ; | | | 
(3) 9 四 在 fw， 68] 上 连续 . 
则 有 换 元 积分 公式 


| raz=| FOl Oa. 


πε] 因为 1(%) 在 fa, 疏 上 连续 ， 所 以 Fw 在 [zw, δ] E 
的 定 积分 存在 , 并且 f (7) [a, δ] 上 有 原 函 数 ( 微 积分 基本 定 
理 ), 设 为 也 (2)， 于 是 由 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 得 


MO - FO) — FQ). 


由 条 件 ， 知 [go 的 在 [w，B] 上 连续 ， 因 而 它 在 
[α, 8] 上 的 定 积分 也 存在 ,并 且 它 在 [a, 8] 上 也 有 原 函 数 、 
容易 验证 卫 [p (1 就 是 它 的 一 个 原 函 数 ， 事实 上 ， 由 复合 函 
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数 微分 法 , 知 
-FIp()] = F O) αρ P (a) (8 
=f@) p O -fte(1-9 À. 
TJb B EC JE MS 
(FOL (dt - Pto (3|. =F- ΡΤ] 
=F ©) —F(), 


Ames [feds-['fte(l-e Od. 1 
这 个 公式 与 不 定 积分 的 换 元 积分 公式 很 类 似 ， 所 不 同 的 
是 ， 后 者 最 后 需 将 变量 还 原 ， 而 现在 只 需 把 积分 限 作 相应 改 
a. 
1 


【 例 1] 求 | LL 
解 ， 为 了 去 掉 被 积 沙 数 的 根 号 , 我们 令 
να --. 从 而 ο-ιλ. 
x 1 1 
Të 1 十 /zz 1-17 
de = d(t2) = 2t dt. 


E IR; x 
当 Y=0 时 ,从 变换 /ea = t rR fg HH t= 0, 
当 v=4 Hj, 解 出 £= 2, 

从 而 由 定 积分 换 元 积分 公式 得 到 


4 1 2 1 (14-2) — - 
————— de-| ------- t= 
J. l+. g da J. {+£ "2id ?| 1-4 


-2P fi- — Jet = .20/— Im | 14-22 
—2(2—1n 8). 
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1 
i 
[η 2] 求 | = dz 
— g 
当 w-0 时 , {=0; S5 eL M, =Z, x 
? ° = «9 4A" 

4 T 

wv E sin* t u sin? αἰπύ 0«i« £), 
ν1-- gr“ A/1 — sin £ «/οος” t eos t 4 


da = d (sin t) = cos t dt, 
于 是 由 换 元 积分 公式 ,得 到 


E zo, T 
νὰ. g 1 Sn f t, 
| es te=] eos di — | sin tdt 
ο ὁ 9 


0 «Ι-- cos t 


t: 
4 | 2 
= | Gin? D 2 dt = |. (Aet PE = dt 


ο 

irl 1 
-| | 所 一 于 cos A - 1 COS 2t lat 

1 x 11 í 1 1γορςάί 
—4'4-9'$8n?t Ml. 2 dt 

z 1 irt y x 1 τα 
"36-4 ο ο 36-4 ΤΕ 
| or Í Í o 
"$3 4 s 9 


例 例 2 都 是 作 一 适当 代 换 ,把 换 元 公式 的 左 问 化 到 右 
W, 这 相当 于 不 定 积分 的 第 二 换 元 法 ， 有 时, 我们 也 可 能 从 右 
疹 往 左 端 化 , 这 相当 于 不 定 积分 的 第 一 换 元 法 , 不 过 , 这 时 积 
分 限 也 要 作 相 应 的 改变 ， 


【 例 3) 求人 cos? weSin æ do, 
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x 


; 
5 2 

解 ， | cos? z sin z dæ = -| cos? æd (cos ὦ) 
0 0 


Ρο — 心 4 
令 coa == u 
1 


4 


9 1 


1 ων 


[δι4] X [ease "da. 


m |” earet- |" are de) 


S etmy (* { 2 
1 3 1 


我 们 看 到 ， 利 用 定 积分 的 换 元 积分 公式 时 ， 不 论 从 左 端 
化 到 石 端 , 还 是 从 右 端 化 到 左 端 , 都 不 必 将 变量 还 原 , 只 须 将 
积分 限 作 相应 的 改变 ， 当 然 , 在 例 S, 84 4 B, 如 采 积 分 变量 
并 未 改变 ,那么 积分 限 也 不 应 改变 ， 例 如 ， 


rt" 

Ελ | 

| cos? z slm z daz 
0 


x 
> 

= -| cos? æd (cos œ) 
ο 


X o0 
图 3-19 _ (sej? 1 
4 ο 4" 


[^4 


— 


[DU b) WEH sin" ο da — | cos z dz, | 
| | | 0 | 0 


了 号 


[üE] e= (El 3-19) ， 则 
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sin z= sin ($ -1)- eost 


dz -d (Z-t ) - — dt, 


于 是 由 换 元 积分 公式 得 到 
κ. vw da = Γ 


0 
cos" te ( — 1)4ἑ-- -| cos" d di 
5 


m NIS 


t. 


=Í cos” tdt, 
SQ 


x JU 
$ 2 

Bj | sin" 2 dz -] cos” dæ, } 
0 0 


有 一 所 应 当 说 明 : 作 代 换 r= pai, RITAREN 1 
Ela, 8] 上 变化 时 , c— p O KEEL, 如 上 变化 《图 8-20), 
这 里 ,把 二 的 变化 区 间 记 作 [a, BJ, 而 没有 记 作 [8, 中 ,不 过 是 
为 了 方便 , 其 实 , a 也 可 能 大 于 S Ch p] 5 和 例 B), 见 图 5-21, 


图 3-20 图 3-21 


【 例 6] (奇偶 阔 数 在 对 称 区 间 上 的 积分 性 质 ) W f (e) 
是 偶 函 数 , 即 了 (一 —f (v), MI 


| Gods Μος 
f) Ε.Ε ΧΙ, BD }(--α) = — (e), MJ 
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| Aroaz-0 


即 ， 偶 函数 在 对 称 区 间 上 的 积分 ， 等 于 半 个 区 间 上 积分 的 两 
[5, 奇 函 数 在 对 称 区 间 上 的 积分 为 零 ( 几 oO) 在 [一 中 上 可 积 )， 
【证 】 当 f») 为 偶 函 数 , BR f (— o) = f (2): 


f f| fonde | fode. 
由 换 元 积分 公式 ,有 
| aa Í E= D C Dd 
-È fd dt= rc oat 
-| FO d= | Joao 
απ f fod) nazT| feoda 


= | f (æ) da | f (eda - 2] f (ω)άω, 
此 式 有 明显 的 几何 意义 ,如 下 图 ， 


图 3-22 


当 (zw) 是 奇 函 数 时 ,请 读者 自己 证 明 | 7(o)dz-0. 并 
作 几 何 解释 
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Ciko X [αἱ cos? c dz, 

解 ， 因 为 cos? 2 是 奇 函 数 , 所 以 
| 2? cos? z dz = 0, 
-2 


【 例 8] (周期 函数 的 积分 性 质 ) 设 Po) 是 一 个 周期 为 了 
的 连续 函数 , 证明， 对 于 任意 的 常数 4, 有 


ο fa (b 


[证 】 为 了 证 明 上 式 ， 先 利用 定 积 分 的 可 加 性 把 左 端的 
积分 改写 一 T: 


p f@)as= [ fide f f (e) do- [^ fG)da 
= - |f) da | f (a) dac 4- L f @)dae 
πο [ feoda ο (2) 


于 是 只 要 证 明 一 | aya” ;ίολάα--0, B 


μι ο [f (de 
就 可 以 了 ， 
为 此 , 对 积分 |。 fde Edu =T, Hl 
当 w= 全 时 ， t = Ü, . 
M vc-actTW, i-a, 
f (v) = f (t-- T) 
BIG) HARER pepy 
dec —d(t-4-T) —dt. 
从 而 由 换 元 积分 公式 得 到 


[. fete - ^ feodi | Ρολά». 
将 这 结果 代入 OR, 便 得 到 x 
ο ο ο Κο 


— Γ Jf ede, 1 


”从 几何 上 看 , 以 上 证 明 的 思路 是 很 清楚 的 ， 假 定 图 9-29 
中 的 曲线 表示 周期 函数 y — f (z). 


y 


= 3-23 
显然 , 积分 | 了 (2)do 与 积分 | Fa)dz 有 一 部 分 是 相同 的 : 
都 有 | f(z)dz( 图 中 斜 线 部 分 )， 因此， 只 需 证 明 其 余 的 部 分 


相等 ， BP G atT 
fede- | f(ode. 


例 8 说 明 ， 周 期 函数 在 任何 一 个 周期 区 间 ( 指 其 长 度 等 
于 一 个 周期 的 区 间 ) 上 的 年 积分 部 相等 . 

这 个 结论 很 重要 ,用 得 很 多 , 例如 以 后 我 们 学 习 傅 氏 级 数 
时 , ΘΙ Ξε ΧΙ ΠΗ GRISE RA. 

[5] 9) j f (e) 1ELO, 1 上 连续 ,证 明 


T pra 0 era 
| wf (sin Ὁ) “σα 5 J (sin z) dm. 
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并 用 所 得 结果 计算 定 积分 | 了 do。 
[i] 4e-—a-—t, 则 x 
M g=) BJ, £=; . 
当 == Bf, 1-0. | 
又 sin 一 Sm(r 一 办 一 Snt f (sin z) =f (sint), 
ἄω--α(α-- ἐ) = —dt, 
由 换 元 积分 公式 , 得 到 


Jf Gin a)de= | (m —0)f (sin t) C7 di | 
--'e-ofGn od ο Κον 
= |. G— D sin 2d: BEEN 
-['af (sin 0dt— | tf (sin Dat 
= z Jf (sin £) dt— | 1f (ein t) dt, 


π 


移 项 , 931 2|'afGma)de= a f (sin Ddt, 


因而 | | af (sin ο) ἄν - z ("p (sin tdt, 
Ej | cf (sin z) dz = zl. f (sin vyda. 
这 就 是 所 要 证 明 的 . i 
利用 此 式 可 以 计算 定 积 
f z sin z d 
oi-cos?c ` 


、 , sma | snc 
RE, fena) -rers (—u mr) 因而 由 上 
式 得 到 i 
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| x bn 化 N Sm 2 
o l+ cos” m 2 Jo l+ cos" m 


-af d (cos æ) 


2 Jo L+ cos? z 


一 一 与 oro tg (cosa) |" 一 
σε 

一 一 可 [ar tg ( —1) —are ig 1] 
z[ - π] c 
zl 1-417 4 


以 上 我 们 举 了 一 些 定 积 分 的 换 元 积分 法 的 例子 ， 应 当 指 


出 的 是 ， 在 作 代 换 函数 %==p() 时 , 要 注意 是 否 满足 条 件 , 不 
然 的 话 , 是 会 出 错 的 。 例 如 | 


f de | 4 (se 
U J.G) +( ) 
=Z [aro tg 8 —aro tg (-7)] 
-T 
V 3 


但 是 ,如 果 作 代 换 “= 二 ,那么 , 就 有 


1 1 

f dæ -—g d 

4.0 --z41 | Ly D l 
a) 6) 


--[ === | _ ἄν _ 
-1 Í+ £+ 4⁄2 -1 &^ c1" 
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移 项 , 便 得 | — = 
; -1 &^--c--1 


请 大 家 想 一 想 , 错 在 哪里 ? 


.=0 
“ 


4.2 定 积 分 的 分 部 积分 法 


定理 4 usule), v=v (x) 在 [a, b] ΕΝ 
w 2), ο 《20， 则 有 分 部 积分 公式 


[udv -wo —| οαλά[ω(Φ]. (8 
【证 】 由 牛顿 - 菜 布 尼 兹 公式 ,显然 有 
[ταῷ)»ο(ω)}/45 =u) «ο()|'. 


另 一 方面 ， 由 iuw) *v(2)]'—w (2) «υ(ῳ) +u) «ν' (a), 
又 有 


| [u (2) 's(a)1'dz = | u (e) o (z)da + | α(α) v (z) da 
-| + @yd[u(a)) + [ u(a)a[o (a). 
于 是 得 到 
| [ο (ο) dtuo1 fut d[o901 -u() G2 |, 
移 项 , 便 得 分 部 积分 公式 
[uwd] =u) oD) | — f oa) due). 1 
这 个 公式 与 不 定 积分 的 分 部 积分 公式 很 相似 , 但 是 ,这 里 
每 一 项 都 带 着 积分 限 . 
【 例 10] R | =m a+ 2)yaz, 
解 ， 先 把 积分 改写 成 公式 (3) 左 端的 形式 ， 
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[ ο In (1+-a)dz = sÍ. In (1--2)d (2), 
XE, u(w) -In (142), v(2) =, HAR), 得 到 
|. z?^ln(l-4-2)dz— sl In (14-2)d (a?) 


-可 | G2) | ednQ-c2]] 


ο... : dæ) 
gl j ° 

- in 2-1[ i 

xd EL 
=z ln 2—4 g Κως. 9) |͵ 
=> m22- m2]-2 m2- d 


ο νε 
[5111] = J |aro tg z | dx 
- Vs 
解 ， 因 为 larc tg c | R 48 IC, 所 以 
v5 | VB rs 
J lare tg αἱ da —2| azc ig ο) da =2| arc ig æde. 
-ν8 0 0 
对 于 积分 | are tg σα, iz υ(ῳ) --ατο tg æ, 9(w)==w， 利 用 
分 部 积分 公式 , 得 到 
V VS 
zo | ; |are tg z| de = 2| aro tg z dao 
-M8 0 


3 νε y? 
=2[varotga — |` íd(areig o ] 
|O 


-= 2| V S arc tgv 3 一 -| 2 ecl da: 


lpg 
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fet. 当 τι =Ü 时 ， 


Γρ sin? z de — | lde= >, 
0 0 
X ü T 
5 5 
当 名 一 工时 ， n-| sin*zde-—cosct| =1, 
0 


at 


因此 , 只 需 讨论 n22TUTUP. : 
由 分 部 积分 公式 (3), 得 


T ty 

3 5 

=| sin” zdz 一 | sin" * zd(—cos ὦ) 
ο. 0 | | 


σε 


2 2 | l 
0 J ( CoS c )d (sin amie) | 
ο | | 


= (— cos m) » sin"! g 


PRR 


x | 
— (+ 0-2] cos gesin”? z+ cos wda 


= (n— 1) | sin”? z. (1—sin?w)ar 


T x | 
= @—1 | sin*-? edz— (n—1)| sin" zd» 
Ü JO | | 


— (n — 1) Iu — (n — 1) ls, 
= @—1)1,-=— aD, 
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移 项 ， 得 T+ (n—1) n= (n—1)1,.5, 
nj, = (n— 1) I 45, 


于 是 得 到 递 推 公式 
pL-2—lgq o, (559) (4) 


TV 


| 


根据 递 推 公式 (4), H| = H FL IK ERR. 


n "n—2 nå 
继续 推 下 去 , 有 两 种 可 能 : 
O 若 ” 为 偶数 ， 则 最 后 推 到 To=-5， 
D 车 nn 为 奇数 , 则 最 后 推 到 =i, 
于 是 得 到 结果 : 


x 


2 * 
| sim” z d> = 
0 


| So f 
Ë oa 
3 3 

[ ἔπ 
a B 
HON 


| 
TN 
od aoo 


| 一 
| 

Qy 59 

= 


P 6423. 
[| 如 ; | | sin de= p "g" | 


[2] 13] 求 | ους" 2x dz. 


X. cos 22 —ec08 t, de-—d (3) -$ dt, 


于 是 , 由 换 元 积分 公式 与 上 面 的 递 推 公式 , 得 到 
[οο5 20 dæ - J| cos td (由 第 一 段 例 δ) 
0 0 


1(. 1r7 5 8 1 x 
ορ 
- 106. 

1536 ` 


【 例 14] 证 明 
[ (4-2) dao Y (n, m HERH). 


[iF] 只 需 用 w 次 分 部 积分 公式 
[ (1 - ο) 0 de = 1, (1 --ῳ)"(ω” τ). 


Eo | ο"πα(α-α))] 
ελα - [o— JR aca cba] 
一 mH | art 10) "de 
uil ο απατά αν η 
| | 1 
c ΠΕΠ G3 | Gram 0 


-f Go 


η) 
 (m—+1) (m-F2) 
x[0- (n-1)f a+? (1—a)"=. (—1)de] 
n (n— 1) | 2" (1 wad 


` (m1) (m -- 2) 
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完全 类 似 地 ,用 三 次 分 部 积分 公式 ,有 
| (1 -ο) τα dæ 


in n(n—1)(n—2) t _ AN? 一 8 十 3 7 
— (m--1) (m+2) e =a)" "en das, 


用 数学 归纳 法 , 可 知 用 次 分 部 积分 法 后 , 便 得 到 
f, (1—2)"2" dæ 
E n(n—1)(n—2):-1 
(m1) (m 4-2) (m+ 8) *-- (m +m) 
1 


n! 
“ΕΟ (mc2)- (m+n) m-4noci 


1 
0 


1 
ΜΑΝ. 
. 0 


n! 
n+l) mtd) (m +n) (m n-1) 
NEN min! | 
1*2:-«m*« (m-i) (m +2) -e (m4- n) (m--n4- 1) 
- nim! E 
(m--n43-1)!* 
这 说 是 所 要 证 明 的 ， 】 
最 后 , 作为 分 部 积分 法 的 应 用 ,我 们 从 另 一 个 角度 来 导出 
3s 18] (Taylor) 公式 ,并 给 出 积分 型 余 项 . 
在 本 处 书 < 一 元 函数 微分 学 ?一 书 中 ， 大 家 学 习 过 如 下 定 
SH. B | 
| ὃς f (m) e A wo 的 某 个 邻 域 jz 一 zo| < 内 有 直到 (n-1) 
Br BUSES, Σι α 在 此 邻 域 内 ( 即 |z 一 zo| A) f, 有 泰勒 公式 


f (2) -oo + (20) * G—a) +E. (ooo) p 
790. (e—a0)"-+R, (2). (6) 
其 中 x | 
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mO- O eoa Qus 与 wm 之 间 ) (9 


称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 型 余 项 ， 它 是 比 (z —2o) " 更 高 阶 的 
无 穷 小 量 ， 公 式 (8) 称 为 具有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰 勤 公 式 . 
现在 , 我们 给 出 余 项 的 男 一 形式 ， x 
定理 8 设 Fo) 在 mo HEARR v-e] < 内 有 直到 
(n-- 1) fr Bü x £i Sc, WH | e — ao | < 时 ,有 


f (z) = f (ao) +F (οὐ) ° (a — 29) 1 (0—0)? Ht 


+J) (a— a)" + BL). (T) 
其 中 l | 
Bw) =S ed" ^ (9 


称 为 积分 型 余 项 ， 公 式 (1) 称 为 具有 积分 B RI 3 8JJ Δ 
X. 
[1] 如 上 所 述 ,在 所 给 条 件 下 , 总 有 下 式 


FE) =f (a) +f!) * (α-- αὐ 4-1 459. (a ay 
+J 2, (ο — 2) +B, (0), 
现在 只 需 证 明 Β, () 具有 积分 形式 (8)， 即 
Βι(ο) => | 人 -有 et 人 用 
JE BI | 
f G2) — | f (29) +f' (@o) * (ra) 
LIS. (y— o νι +w, C 一 oo | 


x =f (m _ t) n fO +1) (t) dt, 


n! 
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απ] -Dfa 
=f (2) — | f G9) +f' (zo) * (z —zo) 
ο ο ο ο (9) 
下 面 用 分 部 积分 法 来 证 明 . 


为 了 采用 大 家 所 熟悉 的 符号 ， 我 们 先 把 公式 (9) 改 与 一 
下 ;把 wo 换 成 a, 2 HR b, 


| 6- ore» 

=f (6)—| fi +f' (a) b-a) 

e£ gaps P Lay] (0) 
我们 利用 数学 归纳 法 ， 

首先 证 明 ， 当 = 时 ,公式 (10) 成 立 , 妈 
| C-D (odt- FQ) -IFA f a @—21. 
事实 上 , 利用 分 部 积分 法 ,有 
[e-d Od- f 6-040 01 

- 6-0; - [Aat 6-01 

=~ (b—a) f'(a) 4 | f (0d! 

BEEGESGR  (p—a)f' (a) -f() |? 

= - (ü-a)f' (a) +f (5) —f (a) 

-f() - Lf) -f (2 6.21. 
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Ak HE n= h BEL ARCORE, E 
3c], 6—0*/* (4i 
- (5) - |f (à) f (0) (0 —a) 
LI (b-a)* e ου (11) 


RREH n— k-+1 时 ,公式 (10) 也 成 立 ， 为 此 ,利用 分 部 积 
分 法 , 有 


ads; [oorr moa 
= |Ó Dat moy 
σπα οἱ 
- (FEP Oa] 
πο ο 
+ 0-2 [ 6-0 mq a] 
=p r Ča) 
EEO 
对 居 面 一 项 , 可 将 归纳 法 假定 一 一 (11) 式 代入 ,于 是 有 
ETT MODUE qoas 
"yr ČD Da) 170) 
-[ FO 1709» 0-- ὁ ου 
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Ola Y 


-f0) =| F0 f (2 G—2) 


JEP (a) k41 
tpr TA } 


这 正 是 (10) 式 当 m”=8 十 1 的 情形 ， 也 就 是 说 , 当 % = 有 十 工时 ， 
公式 (10) 式 成 立 . 

于 是 由 归纳 法 , 知 (10) 式 对 于 一 切 %=1,2,3,… 都 成 立 . 

然后 , 我 们 把 字母 再 换 回 来 ; 令 4= zo, ὃ--σ, 则 公式 (10) 
就 化 成 公式 (9). 

最 后 , 把 公式 (9) 中 的 f(z) 写 在 等 式 左 端 , 其 余 的 各 项 写 
在 等 式 右 端 , 便 得 到 i 

f @ = f (eo) + f' (mo) * (2 — ορ) 


+J (æD fO D dt, 


于 是 定理 得 到 证 明 .、 3 

利用 积分 第 一 中 值 定 理 , 还 可 以 把 积分 型 余 项 (8) 化 为 拉 
格 朗 日 型 余 项 (6)， 事 实 上 ,在 积分 型 余 项 (8) 中 ,被 积 函 数 是 
(ο) GD, BF- E roste (πὰ α-«ἰ--αο) 上 不 
变 号 , 而 "1 Y(t) 连续 ,因而 由 积分 第 一 中 值 定理 ,有 


Ra (æ) = i (9 — b) nf t1) (8) dt 


ου ο 
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m... μα, ο 


-or 人 he («--θ)"ἄ(α--θ 


τία- f) in 


{τ-ᾷο 


1 n+i 
-z fep. 


| (n + 1) 
== = τ (ο ΝΜ T9) "td 


其 中 过 在 与 m ΙΒ. 这 就 是 拉 格 朗 日 型 余 项 (6)， 这 一 


自 推 寻 说 明 ， 从 积分 型 余 项 可 以 推出 拉 格 朗 日 型 余 项 ， 或 者 
说 ， 从 具有 积分 型 余 项 的 泰勒 公式 可 以 推出 具有 拉 格 朗 日 型 
余 项 的 泰勒 公式 ， 不 过 , 现在 要 求 ΗΝ (0) 1Ε]σ--οο| «λα κ 
连续 , 以 前 只 要 求 f"*?(w) 存 在 . 


J ΒΞ 
1， 求 下 列 定 积分 
p Xx | ydr 
Out O frrr 
2 dx 
D | == Oves 


(5) άν (α--θ): O fors (α-- 0): 


2a x= | 
o [να u «a» Ὁ ο 
LOF 
(11) | < - (12) KS dis 
a3) [ VOZA dz; a4) f sva ds 
a5) J ° ως gd, (16) KS 2rdz; 
3 
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(17) N sin — dz; 


ln2 
(19) M αρα dz; 


εἶχ: 


, 


(23) » 


T 

(25) p * eda; 

(27) [ (αἳ — "dz; 

° f (2) 

à. RARUS PUEDE 
(1) f, 27 005» α d; 


si z. „cost r dr; 


(20) ? In z dz; 
" 


z arc tg z dz; 


de (假定 此 式 有 意义 ). 


(2) | x4 sin r dz; 


r?gn?z. 


5 
(8) rarcsinz (4) Ἔτι dz. 
N VT J. (t+ 322 —5)? 
3. 下 面 的 作法 对 吗 ? 怎样 改正 ? 
dz 32, 
(1) | 一 全 一 EE ο li" 


(2) f Μ/1-- που VI 一 sin2t d(sint) = = os cas 


4. 检验 下 列 代 换 是 否 正确 ; 


1 A qul. 
O |. πεῖ *==— 
ac A to 
D | ram $8 
2 
(3) f as & t=, 
| 3 
5. 在 积分 aw da h, Φα 
分 ? 


i, ER Z= arc tg t; 


一 sint 是 否 合适 ? 应 怎样 求 这 个 积 


10. 


11. 


12. 


i3. 


14. 


15. 


16. 


(WE (110, 世上 是 连续 的 , 证 明 ; 


人 (sin z)dz -f f (cos z) dz, 
0 0 


. 设 太 是 周期 为 了 的 连续 函数 ,证 明 | 


a4 nT T 
| f (oar=n| f (yaz, 


. UEH; 


| af (z2)dzxz= ia (z)dz (a0), 


. Wo" GoTE[a, b] LER, Η φ' (ὁ) =a, p'a) =b, 试 求 


fv (z) o” (z)dz, 
证 明 ， 
faa -onde = [ 2^ (1 —z)"dz, 

WEB ROEL- o, 四 上 连续 , 则 . 

[rds | fads 
i f) [0, 四 上 连续 , YE BB 

[eds | f(a— 2a. 
& f (xk --α, a] 上 连续 ,证 明 ; x 
| £@oas= | LG) +fG—a)1de; 


" m a/2 
(3) | fwar=f Ef +f (a— 2) Jàz, 


d /G) dea, J 上 活 续 ,证 明 | 
[fis -0 | fta @—ayalaz, 

证 明 
网 sin" ο. z dz, n 为 偶数 ， 


0, n IAR. 
HE BH: ES n 为 奇数 时 ， 函数 
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17. 


D(x) -| sm" tdt 
是 以 2 JS PORAUR NN 
D 37 AR oc) - ("rod RS 


D 34 708358, n oc) = [foa 是 偶 函 数 . 

这 一 事实 又 可 叙述 为 

连续 的 偶 函 数 的 所 有 原 函 数 中 , 有 一 个 是 奇 函 数 ; 连续 的 奇 了 
数 的 所 有 原 函数 都 是 个 函数 (这 是 因为 偶 函 数 加 任意 常数 仍 是 偶 
函数 )， 这 一 关于 不 定 积分 的 结论 ， 现 在 用 定 积分 的 办 法 给 出 了 证 
8. 


18. 1 fU(ay#E[a, δ] EXE, SEHR. 


[af Gods [6 0) -f 05] — [af () —/ (21. 


翅 ， 利 用 分 部 积分 法 ,证明 : 者 f w) 5, HU 


At 


[;|σώά]α- Je) e —Dd: 


第 五 节 ”和 定 积 分 的 近似 计算 
在 第 三 节 ， 我 们 介绍 了 怎样 利用 微 积分 基本 公式 通过 不 


定 积 分 去 计算 定 积 分 ， 第 四 市 介绍 了 定 积 分 本 身 的 两 个 计算 
法 则 ( 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 )， 这 些 方法 能 有 效 地 算出 许 
多 定 积分 ， 但 是 应 当 指出 , 以 上 方法 在 不 少 情况 下 (特别 是 在 
实际 问题 中 ) 却 是 无 能 为 力 的 .例如 以 下 几 种 情况 ， 


D 被 积 函 数 是 用 图 形 或 表格 给 出 的 , 没有 公式 

D 被 积 函数 虽然 用 公式 给 出 , 但 是 原画 数 很 复杂 ， 要 计 
在 积分 上 、 下 限 的 值 很 困难 ; 

© 原 注 数 不 能 用 初等 函数 表示 ; 
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D 其 它 技 巧 一 时 也 用 不 上 ， 

”在 这 几 种 情况 下 , 就 需要 我 们 从 定 积分 的 乍 义 出 发 ,去 近似 地 
计算 定 积分 的 值 ， 本 节 所 要 介绍 的 是 利用 定 积分 的 几何 意义 
得 到 的 几 种 近似 积分 公式 ， 


S.1 和 矩形 公式 
为 了 讨论 问题 明确 起 见 ,假定 在 [a, dE, y- f 620. 
于 是 定 积分 | FG) de 表示 


曲 边 梯形 的 面积 (图 3-24), 
如 采 能 近似 算出 这 块 面积 ， 
都 么 也 就 近似 算出 了 定 积 
以 前 计算 这 块 面积 ， 是 
分 四 步 解 决 的 ， 分 割 一 一 近 
似 代 兰 一 一 求 和 一 一 到 极限 .但 是 ,在 实际 做 法 中 ,不 可 能 是 
无 限 分 割 ,总 是 分 成 有 限 的 nn 份 ,小 此 ,精确 程 度 差 些 ,nn 大 
EE, 精确 度 就 高 些 ， 也 就 是 说 , 在 我 们 去 近似 地 计算 面积 时 ， 
只 需 前 面 三 个 步 又, 得 到 的 是 阶梯 形 面 积 . 
为 了 使 计算 便于 进行 ,我 们 将 [a, 0128498 n £o, 分 点 为 
A= Bo Lly LEa Le Lv = D, 
原 曲 边 梯形 相应 地 被 分 成 % 个 小 曲 边 梯形 ， 它 们 的 底 边 都 相 


4$, 即 每 个 小 区 间 的 长 度 相等 , 都 是 如 - 二， 取 中 间 点 6 


为 小 区 间 的 左 端 点 mui 或 右 端点 2 (ë= 1, 2, »'», n), URE 
用 小 矩形 面积 去 近似 代替 小 曲 边 梯形 面积 .这 样 , 便 得 到 


| fw avs (£o) Ax + f (21) e dr 
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+f (T2) * Ao d- +f ma) «Δα 
= Awe Lf (wo) +f (21) +f (2) ++ f (m2) 


一 — [Zo git ys ty ια]. (1) 


其 中 y,-f(m) G=0,1,2,.., n—1), 
XC ξι--αι RERA R. 
AER €; = mi, 得 到 | 


| f des f a) Lo 十 (oo) - Ap 4- s» 
Tf nci d f n) * 22 
ο ο”. 


其 中 y, 7 f (2) ($—1, 2, «'', n), 
AAD, (2) ABER 36 5 2 <. 


5.2 梯形 公式 


Sabi 小 直 边 梯形 面积 来 代替 《图 
3-25)， 这 样 作 所 得 到 的 近 
似 积分 公式 称 为 梯形 公式 . 
具体 作法 是 : 

把 区 闻 [a, δ] Ἢ n SE 
f. 2} A 

απ qo 0 (ο e rn 

«03 m, =b, 
un 设 相 应 的 函数 值 为 
Yo, Vi, V2, ''', Yn-1s Yn, 

每 个 小 直 边 柳 形 的 面积 可 用 公式 
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ERETI xg 


2 


R, Moi. dy, YEY. Ao, ... 
' 2 2 
pred «42, arts « 40. 


于 是 得 到 | 
μου a Mts . got 25795, ag 
— ic a ag i, Mi M eA 
b —a f 9yg-- Uu, 
Era 
ANO) BRI BS A. 
比较 公式 (1)，(2) ，(3) , 容易 知道 ， 用 公式 (3) 所 得 到 的 
近似 值 , 正 是 用 公式 (1) 和 和 (2) 所 得 近似 值 的 算术 平均 值 ， 因 
这 ,一 般 说 来 , 用 公式 (3) 比 单独 用 公式 (办 或 (2) 精 确 程 度 要 
高 一 些 ， 也 就 是 说 , 用 梯形 公式 房产 生 的 误差 , 比 用 矩形 公式 
所 产生 的 误差 要 小 。 mE 
[B] 1) 设 有 一 河 ， 宽 为 200 米 ， 从 一 岸 到 正 对 岸 每 隔 
20 米 测 量 一 次 水 深 ， 测 得 数据 如 下 ， 


Hi at sa |. (9) | 


z3e(%) | ο | 90 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200 


求 此 河 的 机 截面 面积 4 的 近似 值 x 
解 ， 设 河流 该 截面 的 底 边 方程 为 Vg=. 六 om， 则 所 求 面 积 
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A- | fwd 


现在 ， 曲 边 方程 y= 了 (%) 并 不 知道 ， 但 是 测 得 了 它 的 一 组 数 

据 ,因此 可 以 近似 地 计算 定 积分 . 
用 梯形 公式 (3)， 这 里 
n= 10, 


因而 
4- | fa 


一 20| 232 +5+9+11+13+17+21+15+11+6] 


= 2200 (处)， 


5.5 抛物 线 公 式 


以 上 两 种 近似 公式 ， 都 是 在 局 部 范围 内 “以 直 代 曲 ” 所 得 | 
到 的 ， 现 在 要 介绍 的 近似 公式 却 不 是 这 样 ,而 是 “以 曲 代 曲 ” 
在 局 部 范围 内 ,用 一 条 抛物 线段 去 近似 代 兰 相应 的 曲线 段 ( 抛 
物 线 下 的 面积 可 用 定 积 分 求 出 ， 比 小 曲 边 梯形 的 面积 好 算 


B), 这样 得 到 的 近似 积分 公式 称 为 抛物 线 公式 或 辛普森 κ 


(Simpson) AR. 下面 我 们 来 推导 这 个 公式 . 
如 图 3-26, K IX Bl [a, 5] 4373 2n 等 份 ,分 点 为 
q = to αι 0s «ttt L Ean- LEa = b, 
相应 的 函数 信 为 
| Yos Vi, Ya, tt. Ίήγε- 1» Yan. 
设 曲 线 上 的 相应 分 点 为 
Mo, M;, Ms, "tty M as 1, M, 
我 们 知道 , 通过 三 个 点 可 以 唯一 确定 一 条 抛物 线 (其 对 称 ` 
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x x 3-26 
μη ΗΕΔ, 因此 , 过 点 Μοίωυ, yo), Μιίαι, 91), 
M, (zo, ys) 可 以 唯一 确定 一 条 抛物 线 ( 或 直线 ) 
"y= Am+ Ba+ O, 
其 中 系数 A, B, O 由 下 列 方程 组 确定 : 
yo 一 420 十 Boo 十 O， 
|n dites 
Y= Αα} + Ba, + C, 
现在 , 我 们 用 定 积分 来 计算 这 条 抛物 线 下 的 面积 ， 


ή 9 ΓΑ 3 2 
NC +Bz-+-O)qe— [394-207] 


4 
$ (ἷ-- οὖ) + F (e-a) --O (25 — 20) 


ds 
To 


DAVE [2.4 (a2 -- zm, d- a2) +3B (a -I- a9) +60] 
-2 [ (Asi + Boe, +0) +A (m$ 4-205029 3- v3) | 
98 (2m 4-29) --40 4- (Aa + Bzg--O)] 
ο” 
由 于 是 等 分 区 间 ， 是 wo 和 ws 的 中 后 , 所 以 g= Te. 或 
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2 十 20 一 201。 于 是 有 
| Gs Be--O)da 


= = 2 [ya 4-4 Aa 2-42, +40 4-yo] 


= 22 — ΜΟΝ Ἡ-4(Αοἱ -+ Ba,4-C) 4- yo] 


= SS [ga 4-49; 3- Jo]. 
同样 ， 通过 三 点 Ma (25, Ya), M, (zs, Va) Μ.ίοι, ya) 的 抛物 
线 下 的 面积 为 

— s [Ja ds- Ua] 

类 似 地 ， 一 直 作 下 去 ， 最 后 得 到 通过 三 点 4, ο, Ma, M, HJ 
抛物 线 下 的 面积 

— iaee [yo 十 4 1 十 oa ο]. 

— JUR πε. ECMT m m T JE 18 


来 ， 就 得 到 原 曲 边 梯形 面积 (也 就 是 所 求 定 积分 ) 的 一 个 近似 
值 . 注意 到 


b—a b-a 


Q3 — Wo =Q, — Ba = *** — Eon ~ Bona Dr m 73 
2T γι 
于 是 有 
b — 
κο =a Γ Go 491 tya) 十 (Yat Aya - ya) .... 


十 (Wan ο 41ο 1 τοι) | 
b — 
= ——L (Wo Yn) 4-2 (YaF Ya Tes -J- 924-2) 


TAA s r2) 1. (4) 
AX (4) 8236 47 HZ ALL EXE | ARA 


— 194 一 


注意 ， 公 式 (人 中 的 6n 是 总 份 数 2n 的 三 倍 ,不 是 六 信 。 
[512] 用 抛物 线 公式 解 例 1. 


解 ， 现 在 份 数 2n 10, n-5, A ~ 0 ,由 公式 (4)， 


7L 


得 到 | 

A= | fdr E [(Q-+2) +2(@+13-+21-+11) 
νην 

1519] "iz dz (EEE, R z XE DAE, 


| 


ps 


squurde-amige| =. ΕΠΑΝ ΞΕ 


似 公式 求 定 积分 | 二 二 de, 


REKE LO, 1] 分 成 4 等 份 ， 并 将 分 点 和 相应 的 函数 值 列 
RUF: 


| 1.0000 0.9419 0.8000 0.6400 


利用 e (D, Ἡ 


| ΓΕΝ ο {2 +y] 


t 
4 


— 
= 


x 3.3812 =0.8453, 


利用 梯形 公式 (3), 有 
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| 1 - 1 Yot Ya 
| 13r den g tatutu] 


= x 8.1812 - 0. 7828, 


70S 9I 2 (A) E 
1 1 1 - 
| 二 dari 14-0. 6000-4-4 (0.9412--0.6400) 


+2 xX 0.8000] — 0.7854. 


从 而 得 到 -4| —L r dz 的 三 个 近似 人 
4x0.8453=3.8812, 
4x 0.7828— 3.1312, 
4x0.7854—3.14160. 
RHAN, MUR ALASURUENUM Mi, dere t 
TUB RUIT at. 
在 实际 问题 中 , 定 积分 的 准确 值 常常 是 不 知道 的 ， 那 么 ， 
择 样 估计 误差 呢 ? x 
如 果 被 积 函 数 fc) 的 表达 式 是 知道 的 ， 并 且 f (a), 
f” @), FOEL, OLEE, 则 有 误差 估计 公 式 如 下 (证 明 
JA. 
O 矩形 公式 的 误差 为 


b b—a 
R,= | f @)de— 1 


它 有 估计 式 Bl< 2 οι, 
其 中 O, ο” 


GO; (axexb), 


显然, R, 是 与 二 同 阶 的 无 穷 小 量 . 


[yo -y1-- y+ tet t ysal, 
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@ 梯形 公式 的 误 老 为 
Κο ο. +E Foo |, i 


、 (5 —a)3 
它 有 估计 式 a, «οι, 


X C, ΒΡ’ ORR: 
"| <03 (ακοςῦ). 
显然 , Β. 是 与 一 同 阶 的 无 穷 小 量 . 
@ 扫 物 线 公式 的 误差 为 
μου 


+2 (yat yat Γναι 9) Aa Va de t o) ], 
它 有 估计 式 IR, e er Os 
其 中 Cs 是 fO (z) 的 界 ， 
|f9(2)| «Os (a<x<2b. 

显然 ,Ba 是 与 去 同 阶 的 无 穷 小 量 ， 

这 就 从 理论 上 说 明了 为 什么 梯形 公式 的 精确 度 比 矩 形 公 
式 的 高 ,而 抛物 线 公式 的 精确 度 又 比 梯形 公式 的 高 . | 

【 例 4]. 用 抛物 线 公式 计算 定 积分 | e "de, EREN 
精确 到 0.0001. 
解 ， 被 积 函数 (8) — 677 的 原 函 数 不 能 表 为 初等 函数 ， 


因而 定 积分 | ede 只 能 近似 计算 ， 


1 
0 


为 了 保证 精确 度 , Ν q EB RE YEA 
|R,,| <0.0001, 
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来 确定 分 割 的 份 数 . 为 此 ,需要 算出 了 (%) =e ”的 四 阶 导数 


fo (ο), A^ | 
( ο) (4. (1624 — 48002 十 12) e 


因此 FE (2) | = [162 — 482? --12|* [e], 

4 s Æ, 1] EHI, le "| «1, HA ffi | 162* — 482? 4412], 
令 y -—162*—482?--12 (θκος1), 

则 y' — 4(4z* — 1207-18) = 4 (162? — 242) 


| 一 32(02o 一 83) 0 和 0 (0x1), 
因此 y —-162* — 48z2° + 12 在 [0, 1 上 是 单调 下 降 的 , 从 而 只 须 
算出 yy 在 区 间 端 点 %=0  ο-- 1 ΗΕ y (0) κ y (1), 24 0< 
exi kt, EA 
yœ) | &max(1y (0) ], 19 (1) |? =max{12, 20) --20, 

即 [162* —482?--12|«:20 (0<x<1), 
于 是 

f? (2) 1 —1162*—482?--12]-]e7"| «20 (0<x<1. 
RI C; — 20, | 
代入 误差 估计 式 ， 

[Rs | < DET O Tra O ET 

Z | Ran| <0.0001, 只 须 | 


Kai .0091, 
_ 10000 
或 (20)'7- 3x. TET 9 
10000 IE 10 ως 
Bp an=) 10000 9x9 


因此 取 份 数 2n=10 BERT, 
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份 数 确定 以 后 ， 把 分 成 和 相应 的 函数 值 列 成 表 ， 


0.69768 0.61963 0.59729 0.44480 | 0.86788 


利用 抛物 线 公式 (4), 得 到 

1 -- 

|. e "da cz τς [ (Jo +1⁄40) 十 2 (yat yat να” ys) 
4-4 (91 HY + 543-92 3-9) ] 
XL (1.30788 4-2 x 3.08790--4 x 3.74027] 


= X22. 40476 — 0.14683. 


积分 [eat 的 值 已 编制 成 表 ， 查 表 得 到 
| e *"dac0.146823. 


将 上 面 得 到 的 近似 值 与 这 个 值 相 比 较 ， 知 误差 不 超过 
0.00001, 


习 ER 六 
1. BA f(2?) 的 值 由 下 表 列 出 ， 


试用 抛物 线 公式 计算 积分 [7 rods ΜΕΡΙΑ. 
2， 用 答 形 公式 w==12) 近 似 订 算 积分 
[ο sin z dz 


(被 积 函 数值 取 小 数 四 位 ), 并 将 结果 与 积分 的 精确 值 作 比 较 ， 
3， 用 梯形 公式 (m= 近似 计算 椭圆 积分 κ 

x [AL siwa da 
“” 《被 积 函 数值 取 小 数 四 位 ). 
4. 用 抛物 线 公式 《2% 二 10) 近 似 计算 积分 


T 
5 sin > 
J : dz 


7 
(被 积 函 数值 取 小 数 四 位 )， 
5. 用 梯形 公式 近似 计算 椭圆 积分 
[ Våt dz, 
使 误差 不 超过 0.023( 被 积 国 数值 取 小 数 三 位 )。 


38 = 3ε h # 


关于 定 积分 的 概念 与 计算 , 我 们 已 经 讲 完了 ， 这 一 章 的 
内 容 比 较 多 , 应 该 怎样 去 掌握 呢 ? 为 此 , 我 们 把 这 些 内 容 分 为 
两 方面 ,简单 地 归纳 如 下 ; | 

1. 概念 和 理论 方面 

应 注意 几 个 问题 ， 

(D 定 积分 概念 是 怎样 从 实际 问题 中 抽象 出 来 的 ? 

用 定 积分 思想 去 解决 实际 问题 时 , 一 般 分 为 几 步 ? 

O 定 积 分 有 哪些 基本 性 质 ? 它们 的 用 途 主要 有 哪些 ? 
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4 r 
` ωμά... 


8 什么 是 微 积分 基本 定理 ? 定 积分 与 不 定 积分 的 联系 
是 怎样 的 ? 
@ 坟 样 证 明 币 积分 基本 公式 ( 即 牛 顿 - 3478 Δ A? 
AMAAN MRENA 
2. TX 
有 下 面 几 种 方法 ， 
@ 从 定义 出 发， 通过 求 积分 和 的 极限 去 计算 定 积分 


fif ds lim $ sE) n. 
这 里 ,常常 是 把 区 间 [α, 5] 等 分 为 % 份 ,因而 

A, = — (i=1, 2, e, m), - 
并 取 中 间 点 志 WNR ora, αἱ] REI nca, RERA o, 


应 当 指出 ,根据 定义 求 定 积分 是 相当 困难 的 ， 一 般 说 来 ， 
对 于 不 同 的 被 积 函数 , 往往 需要 寻求 个 别 的 专门 的 方法 . 


[01] 根据 定义 求 定 积分 | odz(0<a<5, µ 是 常数 )， 


提示 ， 选 择 庄 分 点 αι, 使 它们 构成 一 等 比 数列 . 
n. B BUTUU ORA GR AOI E, Jed ERE RA 
3M u —1 BJ, 


| adv= 1 PLE 1 (ο τά -- gH 
pil ία Ll ° 


b b 
κο Lds-la| 
a G 


= In 5 — In a, 


现在 我 们 根据 定义 来 计算 这 个 定 积分 
帕 提示。， 诸 分 点 αι 构成 一 等 比 数 列 
ᾱ, aq, αφ", Us, ag"? » GQ "=b, 
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2 一 — EN 
Ë] οαρ--α, m = aq, za = aq, ''', δη 4 ag" 1 ας" =b, 


从 ag =b, AVAL 


u n> too Bf, 有 
1 
ο 


Am, — $,—w, 4— ag! — ag! 1 — agi t. (q — 1) 
«ag«(g-1)-b(g—1) G=1, 2, +, n), 
即 Av «b(g—1) (G=1, 2, +, n), 
因而 , 54 n 4- eo 时 ,由 91 ἈΠ 
4μ-»0 (-1, 2, =, n), 
取 中 间 点 所 325 8 Εξ Ci- Ββ 


E= T- agit (¿= 1, 2, **°, n), 


TÆ 


则 积分 和 为 
ow Ὁ f E) da=) f (211) "Δι 2i) An, 
-Σ (ag 1)" αφ σε (q —1) 
=a. (q71) BD) 
— a (g — 1) > (ᾳ” τὰ, 
定 积分 | ο B n> oo 时 的 极限 
kam Sasu. Cas 


为 了 求 出 这 个 极限 ,应 当 分 两 种 情况 进行 讨论 : 
(i) 当 愉 关 一 上 时 , 则 根 谓 等 比 数列 求 和 公 陈 
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y*—1 
T 


— απ, 


1 --{--12-- prt 
可 以 写 出 
(0) i-1 1 十 (ο + (943)? —- s.. (g++1)"-1 


"(gh "πα 
(ᾳ΄ 1) --1 grri—1 


+í 


1 | peti. qeti 
--..--...4.-...---....- 


代入 o. 的 表达 式 , 得 到 
ΠΝ λος n 


i peti — αντ 
—— 9 —— 


eg). (9 一 1). 


-- (hrt1— gi) va 


TURA QN pss — 1) 
b 7—1 
E es 一 = lim gu lim (heti ο” e _ στα. 


$ η Τ5ο n— 4-55 giL] 


πα τπτ 


m . g —. 1 
= (prr a) Pm 


BEEREN γε — qii 


X (0 一 0 ), 
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Gi) 4 p= —1, M) μή-1--0, 因而 
aH 1, q^ *1-1, 
于 是 | n n 
0, = att. (q— 1). 297) = (9-71) > 1-n(g—1) 


从 而 
bN -1 
Ω 

1 


TU 


b b 1 
J z1da- | — dz = lim g, = lim 
μα a d 并 一 十 co 159 


=n ^ —In b—1na (根据 lim -——4 -In a). 
220 


M 
ὅπη CG), Gi), 便 得 到 结果 


1 
heti guti — 1. 
a 


in 5b —1na, | µε —Í1. 
这 个 例子 再 一 次 说 明 : 从 定义 出 发 去 求 定 积分 , 需 训 针对 
不 同 的 被 积 函 数 寻 求 特 殊 的 计算 方法 ， 而 这 是 很 困难 的 ， 因 
此 ,必须 找到 计算 定 积分 的 有 效 办 法 ， 牛 顿 - 莱 布 尼 交 公式 满 
中 了 这 一 需要 , 使 定 积分 的 计算 获得 了 简便 而 统一 的 方法 . 
@ 利用 微 积分 基本 公式 (牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 ) 计 算 定 积 
2}: | 


ος F()|. 


这 是 计算 定 积分 的 最 基本 的 方法 ， 它 把 定 积分 的 复杂 计 
算 归 结 为 求 被 积 函数 的 原 函数 问题 ， 揭 示 了 不 定 积分 与 定 积 
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分 的 内 在 联系 , 使 不 定 积分 的 计算 在 这 里 大 为 有 用 ,并 推动 了 
微 积分 的 应 用 和 发 展 . x 

© 利用 定 积分 本 身 的 两 个 法 则 ( 换 元 积分 法 与 分 部 积分 
法 ), 可 以 证 明 一 些 在 理论 上 很 有 用 的 结论 , 并 导出 一 些 重要 
公式 (有 些 结论 和 公式 不 能 直接 通过 不 定 积分 的 相应 法 则 来 
得 到 ). x 

@ 以 上 所 说 的 各 种 方法 ， 在 理论 研究 上 是 常用 的 . 但 
是 ， 在 许多 应 用 学 科 特 别 是 在 实际 问题 中 所 遇 到 的 定 积分 ， 
多 半 都 求 不 出 精确 值 , 而 需要 近似 计算 ， 近似 计算 定 积分 的 
方法 很 多 ， 本 章 介绍 的 是 根据 定 积分 的 定义 和 几何 意义 所 给 
出 的 三 种 近似 计算 公式 ， 和 矩形 公 式 ,梯形 公式 和 抛物 线 公式 ， 
从 误差 估计 公式 可 以 看 出 : n 越 大 ， 即 分 割 份 数 越 多 , 误差 越 
小 ， 并 且 一 般 说 来 , 梯形 公式 的 精确 度 比 矩形 公式 的 高 ,抛物 
线 公式 的 精确 度 又 比 梯形 公式 的 高 

在 作 近似 计算 时 , 有 时 分 割 份 数 是 事先 给 定 的 , 有 时 则 需 
要 根据 误差 要 求 , 自己 确定 分 割 份 数 ， 在 后 面 的 情况 下 , 必须 
知道 被 积 函数 (m) 的 表达 式 ， 还 要 有 办 法 估计 f'E), f" (a) 
d f (inm. | 

在 许多 实际 问题 里 ,由 于 近似 计算 定 积分 的 工作 量 太 大 ， 
手 算 几 乎 不 可 能 ， 因 而 必须 利用 现代 计算 工具 一 一 电子 计算 
μι. 利用 计算 机 求 定 积分 时 , 估计 误差 的 办 法 与 上 面 所 说 的 
不 同 , 这 里 就 不 介绍 了 . 

以 上 我 们 所 提 到 的 定 积分 的 概念 .理论 和 计算 就 是 这 一 
SHEENA. 
'— 定 积分 有 着 广泛 的 应 用 ,下 一 章 将 作 专门 讨论 ， 
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— αὶ 4 i — 
定 积分 的 应 用 


在 第 三 章 ,我 们 学 习 了 定 积分 的 理论 和 计算 , 这 一 章 着 重 
讨论 定 积分 的 几何 应 用 和 物理 应 用 . 

学 习 这 一 章 , 不仅 要 掌握 一 些 具 体 的 公式 , 更 重要 的 是 学 
习 用 定 积 分 去 解决 实际 问题 的 思想 方法 ， 这 里 ， 我 们 着 重 介 
绍 的 是 建立 在 定 积分 概念 和 微 积分 基本 公式 基础 上 的 微 元 分 
术 法 (简称 微 元 法 ), 


第 一 匠 ” 微 元 分 析 法 的 基本 思想 


从 第 三 章 我 们 知道 ， 定 积分 所 要 解决 的 问题 是 积分 学 的 
第 二 个 基本 问题 一 一 要 求 某 个 不 均匀 分 布 的 整体 量 Α, 这 个 
量 可 能 是 一 个 几何 量 ( 例 如 曲 边 梯形 的 面积 )， 也 可 能 是 一 个 
物理 量 (例如 变速 直线 运动 的 路 程 )， 由 于 这 些 量 是 不 规则 或 
不 均匀 分 布 的 ， 因 而 不 可 能 一 步 把 它们 求 出 来 ， 而 必须 先 把 
整体 问题 转化 为 局 部 问题 , 在 局 部 范围 内 ,“ 以 直 代 曲 ” 或 “以 
不 变 代 变 ”近似 元 求 得 整体 量 在 局 部 范围 内 的 各 部 分 , 然后 
加 起 来 , 再 到 极限 , 从 而 求 得 整体 量 ， 这 就 是 用 定 积分 来 解决 
实际 问题 的 基本 思想 ; “分 割 -一 -近似 代替 一 一 求 和 一 一 取 极 
ER". 

回顾 以 上 四 步 (读者 可 重 温 一 下 第 三 章 的 两 个 实例 以 及 
求 不 均匀 细 棒 的 质量 那个 习题 )， 我 们 看 到 , 凡是 能 用 定 积分 
来 求 的 这 些 量 , 都 有 以 下 三 个 特点 ， 
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第 一 、 它 们 都 是 分 布 在 某 一 个 区 间 上 的 , 或 者 说 , 这些 量 
都 与 自 变 量 ο 的 某 个 区 间 [&, .6] 有 关 ， 因 而 它 不 是 一 个 局 部 
的 量 , 而 是 涉及 整个 区 间 的 量 ( 故 称 为 整体 量 ). 

第 二 、 这 类 整体 量 4 对 于 区 间 la, 如 共有 可 加 性 ， 即 如 
果 把 区 间 [a, 引 分 为 若干 个 部 分 区 间 Da, αι] (ὁ--1,3,»'', η), 
那么 , = 4 等 于 那些 对 应 于 各 个 部 分 区 闻 的 局 HAE dA; 的 总 ο 
和 , ZI B 


A= $ 4A. 


第 三 由 于 量 4 在 区 间 [a， 妇 上 的 分 布 是 不 均匀 的 , 因而 
每 个 局 部 量 44, 在 部 分 区 闻 [ον ι, odq 上 的 分 布 一 般 也 是 不 均 
名 的 ， 无 法 用 初等 数学 的 方法 一 步 把 它 的 精确 值 求 出 来 ， 我 
们 设法 “以 直 代 由? 或 “以 不 变 代 变 ” 求 得 它 的 近似 值 : 
AA mf (EA G=1, 2，…， n), (1) 
这 里 f(w) 是 我 们 根据 实际 问题 所 选择 的 一 个 已 知 函数 , €, E: 
KE Ce gd 上 的 任意 一 点 ， 近 似 等 式 (1) 必须 是 合理 的 , 就 
是 说 ， 当 4-0 时 , f (éD * m, 与 ΔΑ, 之 差 应 当 是 比 A, 更 高 
KERANDA, RJ FE) Av, 是 ΔΑ. 的 主要 部 分 . 只 有 这 样 ， 
当 Lr->0 时 , 整体 的 近似 等 式 


A= > AA, x F(E) 4n (2) - 

的 误差 才 有 可 能 仍然 是 无 穷 小 ， 从 而 也 才 有 可 能 通过 取 极 限 
得 到 精确 等 式 x 

=lim 2^ f(E) "δει | f (dz, (8) 

正 是 由 于 整体 量 4 具有 上 述 三 个 特点 ， 才 使 得 我 们 能 名 


用 “分 割 一 一 近似 代替 一 一 求 和 一 一 取 极 限 ” 的 办 法 来 求 它 
这 四 个 步骤 中 ， 关 键 的 一 步 是 近似 代替 。 4 πο. 
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被 积 函 数 f (0) Ἐ BLESS LESE EMBED. 

但 是 ， 在 实际 做 法 上 ， 由 于 整体 量 4 是 待 求 的 ， 从 而 每 
个 局 部 量 44, 是 未 知 的 ， 因 此 很 难 断 定 用 来 作为 近似 值 的 
f éD Δα. 是 不 是 ΔΑ, 的 主要 部 分 .一 般 说 来 ， 我 们 只 能 通过 
多 次 实践 , 凭 经 验 来 作 肯定 或 否定 的 回答 . 

上 上 和 面 丰 说 用 定 积分 来 解决 实际 问题 的 四 步 ， 在 实际 应 用 
时 显得 比较 烦琐 , PHARRR, JEE, 我 们 介绍 在 许 
多 应 用 学 科 中 经 常 采用 的 方法 一 一 微 元 分 析 法 ， 这 个 方法 的 
根据 是 上 述 的 四 步 ( 和 微 积 分 基本 定理 )， 但 是 突出 了 细 分 
HRA, 变 成 了 下 面 的 两 步 :: 

第 一 步 分 割 区 间 [4，5]， 考 虚 任 意 一 份 一 -具有 代表 
性 的 一 份 [%, w+. ΤΕΙ (ο, “ΣΣ ΛΑ”, κ 
整体 量 相 应 于 区 间 [%,% 十 Ar] 的 局 部 量 AA B Vr DUE Ρα)» δα, 
即 | 

AA zc f (a) * Am = f (v) «σα, 
f (z) * v Ἐς f (e) ἀν 称 为 整体 量 4 的 微 元 ， 

第 二 步 ” 当 4x~>0 时 , 把 这 些微 元 无 限 相 加 ， 得 到 的 定 积 

分 不 是 所 求 的 整体 量 


A= | Fa dæ, 


用 以 上 两 步 来 解决 实际 问题 的 方法 称 为 微 元 分 析 法 ， 或 
微 元 法 ， 
为 什么 用 这 样 两 步 求 出 的 定 积分 就 是 所 要 求 的 整体 量 4 
WE? | 

下 面 说 说 微 元 法 的 理论 根据 . 

用 函数 4(w) ERE 4 对 应 于 可 变 区 间 [4,w] (aie δ) 
的 部 分 量 , 于 是 显然 有 | | 
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A(a) 20, A-—A(b) —-A(b) —A(a). 

考虑 典型 小 区 间 fFz, z-- Az]. BRA A Qo) 在 这 个 区 间 上 的 
改变 量 为 44， 它 就 是 整体 量 AMAF, eT dc] B p RE, 
我 们 找到 了 它 的 近似 值 一 一 微 元 f @) «4ο, ΕΤΕ ΕΡΜΗ, 
M 4z—0 Bj, Qon f (x) «4ο 应 该 是 局 部 量 44 的 主要 部 分 ; 
又 由 于 fede 是 Δο 的 线性 函数 ,因此 , 微 元 f(%)*4r 在 数 
EXE EN BE Α(ω) 在 点 4 处 的 微分 , ΕΙ 

Τα) « δα -- A' (2) de = d A, 

ΧΗ, 24 P (m) Æla, 68] 上 可 积 时 ， 根据 微 积分 基本 定理 ， 

便 得 到 


EOL A' (ada: = Α(α) `= AG) — AG) = A. 
即 整体 量 4 可 表 为 定 积分 mE 
A= | ja 


这 就 是 微 元 法 的 理论 根据 .我 们 再 简单 重复 一 下 ， 微 元 
法 的 第 一 步 , 是 写 出 所 求 量 4 相应 于 典型 小 区 间 [z，2 十 4 
的 局 部 量 44 的 近似 值 一 一 微 元 44， 在 数量 关系 上 ，d4 是 
函数 Α (m) 在 点 2 处 的 微分 第 二 步 是 把 这 些微 元 在 4z—0 
的 过 程 中 无 限 相 加 , 也 就 是 将 微分 表达 式 

dA — f (m) de — f (v) «da 
EK a 3] ὁ 求 定 积分 , 就 得 到 所 求 的 整体 量 


4-| 2A- f (a) da, 


以 上 两 步 中 ， 关 键 的 一 步 是 选择 函数 (2%), 正确 地 写 出 
微分 表达 式 
dA — f (e) * dm. 
但 是 , 由 于 函数 4(o) 是 不 知道 的 , 因而 很 难 断 定 我 们 写 出 来 
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BJ f (@) de 究 竞 是 不 是 它 的 微分 44 , 如 上 记述 , 通过 多 次 实 
践 , 碗 能 逐渐 掌 择 规 律 . x 

下 面 两 市 ， 我 们 介绍 怎样 用 微 元 法 来 解决 一 些 几 何 问题 κ 
和 物理 问题 ， 


PII — 定 积 分 的 几何 应 用 


2.1 平面 图 形 的 面积 _ 

1. 言 角 坐标 系 下 的 面积 公式 

设 有 曲线 

y=f(x) (ακωςῦ). 

Hp fa, 试 求 由 y==f(2), z=a, =b E --θ t E ὲ 
的 有 曲 边 宰 形 的 面积 4( 图 4-1). 

解 ， 根据 定 积 分 的 几何 意义 , 知 

A= | f (0) do. (1) 


下 面 ,为 了 帮助 大 家 熟悉 微 元 法 , 我 们 再 用 这 个 方法 把 公 
xt Dei. 
B—3À yala, 四 ,考虑 典型 小 区 间 [w, w+dw]， 相 


= 210 — 


应 于 这 个 小 区 间 的 面积 44 可 以 用 面积 微 元 d A KERE, 
dA 是 图 4- 工 中 带 斜 线 的 小 矩形 面积 , 因而 
dA — BË x Ji& = f (o) + de. 
第 二 步 ” 当 42->0 时 , 将 44 无 限 相 加 ， 即 将 dA Μα 
ὁ 求 定 积 分 , 8,13 31] Br K E TA 
a- fo da-f foa 
这 就 是 公式 (1)， 
Ea ES RU 
1. 设 有 两 条 曲线 
y=f Œ), y-g(m. 
1. ΒΕ Γίῳ)5»Φ(α)50, 试用 微 元 法 证 明 由 y= 了 (%), y =g), 
@= G, ὦ-- 5 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 (图 472) 2 
A= | (FG) ~g (2) de. Q 
2. Wf (m) (ο), ΒΡ), ga) 在 [a, 5] EAR 1E ΒΘ 
(图 4-3), 试 说 明 由 曲线 y — f (0) y 7 9 (2) BS ο-α, 5 
所 图 成 的 面积 仍 用 公式 (2) 表示 . | 


Et 


| 
| 
t 
1 
| 
$ 
I 
4 
t 
1 
I 
J 
t 


;=— uh 


e 
e re 
e 


图 4-2 图 43 
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提示 : HADRE y f (o), Z= g(@) 沿 9 轴 的 正方 问 同时 平 
Ek 个 单位 , 使 得 x 
f @) + 529, gŒ) +k>0, 

这 时 , 由 曲线 y f Ge) +k, y- g(2) +b RER e=a, α-- b 所 

围 成 的 面积 显然 仍 是 4, 而 4 可 由 公式 (2) 得 到 ;: 
A= | LF G2) --1) — (gG) +B)1de, 
再 化 简 即 可 . 
ο η 求 由 曲线 y=s*, y= 及 直线 g= 工 所 围 成 的 
面积 Α([ 4-4), 
解 ， 由 公式 (2), 知 


1 
A- |. (ez— e de = [οὔ 4-e7*] b-erl-2 


[i2] 求 由 曲线 y=1 一 也- 与 y~ — s BEIBUR Bg El 
PLA 4-5), | x 


图 4-4 


解 ， 先 求 出 曲线 y=1 -ᾱ- ντ — Lal 3 AC R 
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坐标 ， 为 此 , 解 方程 组 


得 qi-— —-—- =ð, 


[513] RAA ὃς -1 
的 面积 ACER 4-6). 

解 ， 由 对 称 性 ， 只 须 计算 椭圆 
在 第 一 象限 那 部 分 的 面积 ， 再 四 们 
BTT. 

HAR, A 

d. | yede, 
从 椭圆 方程 解 出 图 «5 


上 半 椭 圆 对 应 于 方程 


因此 
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a a 
-| b Jig dÚ = | ^/ G^ — g’ dæ 
4 on Q Jo 
-Vsin | 
pg ve th j Ə arc sin 
aq 2 2 4 ) 
从 而 Α--παδ, 


这 个 题 也 可 以 利用 椭圆 的 参数 方程 来 作 ， 
ὃν -ᾱ 的 参数 方程 是 


一 £ i | 
[^ a 008 t, (0<1<2x), 


y=0sint 
钉 圆 在 第 一 象限 的 部 分 对 应 于 参数 的 变化 范围 是 


O<: <. 
选 参数 1 作为 新 的 积分 变量 , 则 由 ç = a eos t, ἈΠ. 
当 w=0 时 ， i= 
M 2 一 Q& 时 ， t=0 
又 dz = ᾷ(αοος {) = —asin tdt, 


她 据 定 积分 的 换 元 积分 法 , 得 到 


A a . 
J -f ydg =| b sin te (—asin di 
5 


a 


δ 1— cos 2i 
= b| sin*tdt -- αἲ | — S87 qt 
JO 0 


一 下 ab, 
从 而 Α--παδ, 
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当 平 面 图 形 的 边界 曲线 由 方程 
e — py) 
给 出 , 其 中 o(y)zm0 (图 4-7), 则 类 似 于 公式 (1) 不 难 推出 , 由 
曲线 w = o (z) 及 直线 ὦ--θ, y=c, y ^d 所 图 成 的 面积 是 
4-| pady. . (3) 
从 而 导出 类 似 于 公式 (2 的 如 下 结 昌 ; 
HAR c-o(y), ο-ψίν) 及 直线 y=c, Z= d 所 围 成 的 
面积 是 
4-| [VD -φ(υ)]άν, — (4) 
其 中 py) < (g) (图 4-8). 


[B] 4] 求 由 曲线 wy=1 ΚΗ EQ y= z, y —2 所 围 成 的 面 
积 4( 图 4-9). 
解 ， 先 求 出 曲线 ey=1 与 直线 y=% 交 点 的 纵 坐 标 ， 为 
35, REJI Pa zH 
ΜΝ 
πο, 
得 到 y=}, y=-i( XE). 
HAA, 8373 | 
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图 4-9 


9. RRERTERAA x | 
0 ΕΠΗ r= r(0) (这 里 7=7(0) 是 9 TIT AR 
B rcr (0) 及 射线 0 一 θ”- 8 BEES πὰ BJ EA E {418 Τι 4 
(图 4-10), 

解 ， 第 一 步 ”分割 角度 6 的 变化 区 间 [a,，B]， 考 在 典型 
小 区 间 [9, 9+d91， 相 应 于 这 个 小 区 间 的 小 曲 边 遍 形 面积 
AA 可 用 小 圆 扇形 的 面积 44 来 近似 代替 ， 这 个 小 圆 扇 形 的 
半径 是 7(9) (图 4-10), 因而 由 圆 扇形 面积 的 公式 得 到 面积 
微 元 

dA — 3. r* (0) -ᾱθ. 


— Bb 当 40->0 时 ， 将 d4 无 限 求 和 , 即将 上 式 从 a 
到 B 求 定 积分 ,得 到 面积 


A-[^ i4-i| ^r (8)d6. (B) 


(a) 
[δι 求 阿 基 米 德 螺 线 
r=a0 (a>0) 
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最 初 一 圈 与 极 轴 所 围 成 的 面积 4( 图 4-11). 
fg. 螺 线 的 最 初 一 图 对 应 于 0 从 0 到 2。 由 公式 (5), ΙΙ 


得 到 s 
A i| (a0) *d0 


[b] 6] RIAR 
r?—a?cos20 (a>0) 


所 转 成 的 面积 4( 图 4-12), 


4-12 


图 4-11 


解 ， 由 图 形 的 对 称 性 , 只 须 求 出 在 第 一 象限 内 的 面积 , 再 
四 倍 即 可 . x 
在 第 一 象限 内 , 双 纽 线 的 极 角 从 0 变 到 Ἢ. 因此 由 公 


式 (5), 得 到 


A- ;| a? cos 9940 
4 0 


从 而 . 
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2.2 UE T; EOD BUT £A, K LS] GS A 


假设 有 一 个 立体 ， 它 是 出 封闭 曲面 和 垂直 于 “ 轴 的 两 个 
平面 所 图 成 的 (图 4-13).。 MEET e 轴 的 一 组 平面 去 截 它 ， 
得 到 许多 平行 截面 ， 如 果 任 意 一 个 平行 截面 的 面积 都 是 已 知 
HJ, 即 对 任意 一 点 2“(a<%<5), RAR AA) 是 已 项 的 连 
ERDRE) AA 那么 , 此 立体 的 体积 为 


y= | 4 (z) dm. (6) 

我 们 用 微 元 法 来 推导 这 一 公式 . 

第 一 步 ” ”分割 区 间 [La, 6]， 考 虑 典型 小 区 间 [w, +de]. 
在 这 一 小 段 上 ， em de ολλ, ΣΕΠΤ 
面积 都 是 44o) ,而 高 是 dx， 于 是 得 到 体积 微 元 

dV = d. dac, 

第 二 步 ” 当 4-0 h], 8 dV 无 限 求 和 , 即将 上 式 从 c 到 

b 求 定 积分 , 便 得 到 立体 的 体积 
V = N dy = | 4 (42) εἶα, 
(G) a 
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[5] 7] 求 由 两 个 圆柱 面 2 十 y=a? 及 22 + 2 = a? Bl 
之 体积 V (E 4-14 为 所 求 体积 的 八 分 之 一 小 

fg. 过 点 z (0<z=<a) 
{ΕΕ ΤΠ ΤΙ, 5 
ΚΠ 8 ΤΗΛ, AAN 


正方 形 , 边 长 为 
PQ=z= ναἲ--αἲ, 
因而 截面 积 为 
AG) = = 0 g, 
由 公式 (6), 得 所 求 体 
1 
TAM gA E] 4-14 
& -J, AG = [ eo - 0) a, 
从 而 τα" 


ZA (6) EBRAR. 由 它 可 以 立刻 导出 下 面 所 要 介绍 的 
旋转 体 的 体积 公式 , 并且 将 来 学 习 多 元 积分 学 时 , 解释 化 二 重 
VAR UC ΗΠ ΔΣ Ὁ 38 SUE, 


2.3 旋转 体 的 体积 
设 有 连续 曲线 y 一 f (a) (ab), BE α ee — Ju), 38 
所 成 的 旋转 体 * 的 体积 V (8 4-16), 
解 ， 这 里 不 必 再 用 微 元 法 , 只 须 利用 上 面 的 公式 (6). 
Wla, δ] EMMEXE— Sin, EEF c 轴 的 模 截面 是 一 个 
i “旋转 体系 指 实 心 立 体 ， 有 时 ， 我 们 也 把 这 里 的 旋转 体 说 成 是 由 曲线 y 
f(x) RER w--a,2- b(a« 0) Fr Hia X ROC SS x 轴 旋 转 一 局 所 产生 的 ， 


— 219 — 


E] 4-15 


加 ,其 半径 为 yf(w), 因此 横 截面 面积 是 
A(2) = zt —af2(a), 
由 公式 (6), 即 得 旋转 体 的 体积 公式 


y-| Ac deal. y^ da = | f* (wz) de, (7) 
思考 题 证 明 由 连续 曲线 


α--φίῳ) (c<y<d) 
56 y 轴 旋 转 一 周 所 产生 的 旋转 体 的 体积 为 


V = | ma (8) 


(图 4-16), 
[5] WEHA Ha fS 


ως 
a 

绕 c SE $56 P SPE SENS PRIA ERR 4-17) 为 
y =£ zab?. 


【证 】 由 梯 贺 方程 
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得 到 
由 公式 (7), 得 体积 
F=z| da -2x | δ» (1— 5 io 


= παδ᾽, Ἱ 


M a=b 时 , 则 太一 全 maa， 这 时 的 旋转 体 是 半径 为 的 


球体 ， 于 是 证 明了 球 的 体积 公式 
[919] 求 由 星 形 线 


οἳ ys — aŠ (a> ΟῚ 
5 c 轴 旋 转 所 成 的 旋转 体 体积 V (Fl 4-18}, 
H: 由 星 形 线 方程 


2 2 
m +Š =aš, 

2 2 3 
解 出 y= (aë — x?) z 


— 221 — 


于 是 y — (aŠ —a8)2, 
由 公式 0), 得 到 旋转 体 体积 
V = 2 yda 


α 2 2 
-9α | (αὖ — w3)’ da 
0 


9 


一 2r | α-- aa sa |= τομ πα). 


2.4 平面 曲线 的 弧 长 


设 有 一 -条 光滑 的 平面 曲线 弧 
απ) (κας0), 
iH κ. Ὁ ΗΚ ΒΕΡΑ ΘΚ Κ) s. XX HL, 光滑 曲线 是 指 : AV RH 
线 上 每 一 点 都 有 切线 , 而 且 切 线 随 着 点 的 位 置 而 连续 转动 , 即 
Γ (e) 是 连续 函数 ， 
为 了 求 曲 线段 的 弛 长 ,我 们 用 微 元 法 ， 
第 一 步 “ 分割 区 间 [ec， 纪 ,考虑 任意 一 份 [zw, e-F da], jH 
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PE BIS ΠΏ ΕΙΠΕ GE UA ds RRE. 而 ds 在 
以 前 我 们 已 经 求 出 过 ， 
ds= BJC 


-γιε() de (5145-50) 


A143? de, 
它 龙 微分 三 角形 MNT 的 斜 边 长 (图 4-19), 
第 二 步 ”将 ae 从 & 到 8 求 定 积 分 , 得 到 曲线 段 的 弧 长 公 
式 
:| ds- | CER de. (9) 
(G) G 


当 曲 线段 由 参数 方程 
στα, 
[7 0 (aste) 
y— yit) 
给 出 时 , ΠΠ Je 
da — x/ (de)? + (dy)? 


Wr ia ση 
Ir) * CR) {49 
取 弧 长 的 增加 对 应 于 参数 的 增加 a a y* di. 
可 以 证 明 , JE SE EIAS 
= [| Mm) HYPO dt, (10) 
344 |H Z Et pU AE En y T 
T—mT(0) | (as Ox B) 
给 出 时 , 则 可 选 0 作为 参数 ,于 是 曲线 的 参数 方程 为 
人 


<0< 
s—r(sng (S<. 
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从 而 ο’ (9) =r (0) 0080—7r(0) sim, ' 
y (0) —r'(0)-sinO-Fr(0)-cos0, 
ο”(ϐ) 4-y?(8) = [r' (0) *cos0 —r (0) sin 072 
+ [r' (8) -sinQ 4-7 (0) scos]? 
=r (9) --v? (05. 
ds= ~ r° (B) 4-r(0) ἆθ. 
HARCO), 84822 A e 38 F ERE IGI ZI 
s= [ή ἆθ. το (41) 


[5] 10} ΠΕΡΣΕΑ ΕΙΜΑΙ 2π8. 
[ur] 取 坐 标 系 如 图 4-20 所 示 , 于 是 圆 的 方程 为 


wo — Bm. 


图 4-20 


由 对 称 性 , 只 需求 第 一 象限 的 弧 长 , 再 四 倍 即 可 . 
第 一 象限 圆 弧 的 方程 为 
y= /R2—x 


(n 
因而 ， ΚΌΤΕΣ 


Virg - /1+( 
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— g ) = R 
. / R? — z / R2— 2 ` 


由 公式 (9), 得 到 
s= 4 v +y’? dæ 


R 1 
EUN Ba 
E 
— AR-arc sin ñ οσα J 


这 个 题 也 可 以 用 参数 方程 来 作 . 
圆 的 参数 方程 为 
人 (0<t<2n). 
y — R sini 
ER δη. 
ds — A/ af? (t) +y (t) dt 
— C Risinij*4 dt 
= Rdt. 


由 公式 (10), 得 圆周 长 
δ--4 | at =2xR. 


过 题 还 可 用 极 学 标 方 程 来 证 明 . | 
BU ju E o 轴 重 合 , 极点 与 原 反 重 合 , 则 圆周 的 极 坐 标 方 
程 为 
r=R (0x0x2m). — 
于 是 r'=0, t 
1.0, =R, 
Εἰ ist y 2J ds = A/r'?-- p? dO = Rd, 
由 公式 (i1), 得 圆周 长 
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从 这 里 我 们 看 到 ; 不 论 选取 什么 坐标 系 , 所 得 到 的 弧 长 是 
一 样 的 . 
【 例 11] 求 摆 线 ( 即 旋 轮 线 ) 
[πας sint), 
|y —a(L--cost) 
第 一 拱 的 弧 长 8. 
i. c (9) =a(i— cost), 
y' (t) =asint, 
因此 ， ds= sa 0) 2) di a ^/2(1— cost) di 


-. .t 
=a J 2-2 sin? 5. dt 
a aln 可 


sim zt. 


c 


第 一 拱 相应 于 参数 从 0 到 2r, 因而 0 B) z, 在 此 范 
图 内 ,sin 六 不 取 负 值 , 于 是 由 公式 (10), 有 


eb 2a sin 7. fat - 2a | sin i gi 
0 2 0 2 
Í 2r 
=24| —2 ουν | = 8a. 
(1121 cR 
v= a cost, 
MM 
的 周 长 (假定 a 570). 
4. c'(t) -- —asint, 
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y' (1) = b cost, 
ds = m? (t) +y? (t) di = Vat sin? t 4-5? cos? 1 dt 


CT fe t LT 


—— M —  . . — — M 's 2 
— Va? (1— cos? 1) + ὁ) cosi — au] 1— cos? t, cos? + 


— 
=a 1 — (1 — A) cos? i =a V1 — e*?cos? tdt, 


ΠΩ 
AR CIO), ΝΒ ΒΒ ΒΗ AUS ER B8 8] K: 2g 
ZZ EDITT di—4a| rr i dt. 
这 是 第 二 型 椭圆 积分 . ο” 
[5] 13] 求 双 纽 线 
7*—2a?cos20 (a>0) 
M 0—03]6— — WME s. 
解 ， 在 等 式 7?==2a?cos29 两 端 对 0 求 导数 , 得 到 
2rr'= — 4a? gin 20, 
,  —2a? sim 28 


小 一 
T 7 


TELLE 
ds= A/7 37349 — [Aa Sin 20 νο Πρ 


44” da sin ατα 20 Tr Δα 4a*sin220 + 4a* cos?20 + 4a* cos?20 
LL — — (d = --------------ᾖῃ0 
τος 9a?cos 98 

— Fa 

一 h — 4 ἆθ -N24 πρ 
2a^cos 26 ^/ cos 24 
/9 
«Θα 

Ë Ji-38nig ^. 
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由 公式 OD, 得 到 
$ 9 _ (8 1 
ee a =~ Zaf Aa 
这 是 第 一 型 椭圆 积分 ， 
我 们 看 到 : cR HR ELE DO CIE RN, 经 常 得 出 椭 贺 积分， 这些 
积分 不 能 用 牛顿 - 药 布 尼 效 公式 来 计算 (因为 被 积 函 数 的 原 函 
数 不 是 初等 函数 )， 


旋转 体 的 侧面 积 


ὃς 83678 B AREE 
0 一 oO) (ακαςθ), 
RESE z 办 诈 转 所 成 之 旋转 体 的 侧面 积 4( 图 4-21}, 

d. 我 们 用 微 元 法 来 推导 便 
面积 公式 ， 

第 一 步 “ 分 撩 区 间 fc, δ], 35 
EE ο, z--de]. 相应 于 
这 一 份 的 , EH ΠΚΕ ΜΝ Bt 
旋转 所 得 到 的 侧面 积 ΔΑ, 它 可 以 
用 切线 段 MT (K. BE 29 ds) 26 > $h 
旋转 所 得 到 的 圆 台 的 侧面 积 Q4 
KERE. IBERE FRERE y 和 9 十 dy， 斜 高 是 
ds, 由 中 学 立体 几何 公式 ， 

圆 台 侧面 积 =x (上 底 半 色 十 下 底 半 名 ) «ΑΗ, 
得 到 dA4=ziy+ (y+ay)] ds —2zyds + dy de, 

当 4ω-»0 Bj, ἄν ds 是 高 阶 无 穷 小 ,因此 可 以 略 去 ， 得 到 

dA = 2ovyds, 

BF KERM a Ajo 无限 求 和 , 得 到 
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) ) | x 
A= 人 ds = ΙΝ yls- σα] y icy? de, (13) 
(6) G) ü 
当 曲 线段 参数 方程 由 


v—o(t), 
| QU. 
ἵν-νω . | B 
给 出 , 则 侧面 积 公 式 为 
8 ο _ ο -- _ _ am 
A=2x| y (3) MT 3-9? (D dt. (13) 
4 μὴ 09 Et d LAE ER 7T RE 


r-r(0) (a«0«p) 
给 出 , 则 可 选 9 作为 参数 , 由 公式 (13) 得 到 
A=2x | τ. (θ) .sin ϐ]/Γ{6) r^ (8)dó, — (14) 


【 例 14] 求 半径 为 加 的 球面 
面积 4( 图 4-22). 
解 ， 这 个 球面 可 以 看 成 是 由 半 
圆周 
y= Ra 
绕 o SETA). 将 y 及 


"(A BELLY LII T 
= U R? —a?) A/ R3 — a? 


代入 公式 (12), 得 到 4-22 


| R — 
Δ-- 3 一 Ni — .Ἕ 
23 vE T 1 +Í m) da 


R 
== 2af Rdæ = Az HR. 
-R 


这 个 题 蚀 可 以 利用 参数 方程 来 作 . 
半圆 的 参数 方程 是 
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天 一 


w= Ë cos t, | 
| ο τ. (θκίκα), 
lyg-— Est 
于 是 α΄ (0) = — R sint, 


y' (t) = R eost, 
Væ) +y” (1) = MR = R. 
由 公式 (13), 得 到 
4= 2π| R sin te Edi = 2z; R° ( — eos t) ， 一 4r 


如 时 我 们 采用 极 坐 标 系 , 则 半圆 的 方程 为 
=R (0<0=<m), 
于 是 r' 一 0， 
| VT tr =N R9 =R, 
HA (14), 得 到 
 Α-9π | (BR sin 0) .RA — 4x BR’ 


[4 15] 求 心脏 线 
r—a(1--cos0) (a>0) 
绕 极 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 侧面 积 4( 图 4-23). 
MR. 7'(0) = —asing, 
Vr? +r? 
= Væ sin? 0 +a? (1 + cos 0)? 
—a^/2(1--cos8) 
Ts) 
aij 4008) 5 
3a eos + . 
图 4-23 此 处 ， 旋 转 体 可 认为 是 由 上 半 


支 心脏 线 (对 应 于 极 角 从 0 到 zo Ze Bh E es, 从 而 由 
公式 (14), 得 到 


A= 2x | [a (1-- cos 0) *sin f] «2α 
0 


cos $ dé 


一 πώ] (1--ο05 0) *sin 0.008 8 dO 
Q 


2 
T 0 . Ø 0 Ü 
= Aor a? 2. .osn cos ecos Z 
dora J.2os em 5 COS 2 cog 5 dö 


= 10 zaf" cost 5 | Sin E d 


-= 一 327o?| cos! 0 d (cos 5) 


2 2 
- πα 
- B 一 
一 、 求 面积 


工 ， 求 下 列 各 图 中 , 有 和 斜 线 部 分 的 面积 ; 


(4) 


T 
τη 
| 


| I, 


4-21 


4-26 
图 


(6) 


(5) 


g 


4-29 
ΕΙ 


4-28 
E] 


4-31 
图 
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2. 


e] ον C i 55 


sk ER F ZI) BH PIT EB] pk BJ TRA: 

(D yz, y^ =z; 

(2) ψῳ----α’, υψ--α, υ-α; 

(3) υ-]οα, y=0, α-0.1, α--10. 
(4) y=, υ-α, gy-2x; 

(b) i yi-8, yo PARARE; 
(6) yz, gy-—z-rsin"x (Ο-α-π), 


. GRE Ec a (t — sin t), y a (L— cos t) B8— BEES α 轴 所 围 成 的 面积 ， 


求 星 形 线 z== a cos, y —-asin?t 所 围 成 的 面积 , 


. RUR r= a (3 + cos 0) Br ΕΒ B BJ TEL PAL, 
. 求 二 时 线 + =a sin 20 所 围 成 的 面 祝 ， 
. RA rl Αθ += L+ cos 9 所 分 割 成 的 两 部 分 面 机 , 


-. RAER 


. 设 有 半径 为 a 的 正 圆柱 体 ， 被 通过 其 底 的 直径 而 与 底面 交 成 角 a 


的 平面 所 截 , 得 一 圆柱 横 ( 图 4-32), 求 其 体积 了 。 并 问 : 当 a —- 45? 
时 ， V =? 


图 4-32 
2. UEBER -- 二 1 Jh ERRERA V = Sabe, 
---- 


(1) ys" (0x x«2) δὲ x TR v fede: 
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(9) u= Cena ο 5) (0--α-«α)ὲ z tnb 


(8) a?-- (y—5)2=16 £t α 轴 旋 转 ; 
(4) y—sinz (0xix«o)5 z HE vy hist; 
(Š) Ezk z-—a(t—sint),y--a(1--cost) Hg 25 — Tt z 轴 旋 转 ; 


(6) HOER =A cos 9) 和 直线 0—0, 0— 5 所 围 成 的 图 形 


绕 极 轴 旋 转 . 
4， 利用 旋转 体 体积 公式 (C7) 证明， 


Q) 高 为 h 底 半 径 为 r 的 圆 欠 的 体积 为 了 = 地 xh 
(2) ΕΙ 4-39 中 球 缺 的 体积 为 了 一 mH?( Β- 2), 


δ. 一 个 油 钱 全 长 为 866 厘米 ， 直 径 为 200 EX. 两 端 都 是 半 个 旋转 
ΗΕ, 中间 一 段 为 圆柱 体 , 尺寸 如 图 4794, ΚΕΠ, 


33 
《单位 ;厘米 ) | 


图 434 
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ο -1 Cà Ct um 


， 飞 机 副油箱 的 中 部 是 圆柱 面 ， 尾 部 是 圆锥 面 ， 头 部 是 旋转 抛物 面 ， 


设 尺寸 如 图 435 所 示 , 求 它 的 体积 V. 


4.35 


. Rys (0x r«2) AHR y ~ 工 旋转 所 成 旋转 体 体积 . 


GRE u= sin >(0<z=<m)2% D 旋转 所 成 旋转 体 体 积 . 


SOR 22-+4 —a? Si >= 一 65(D>a>0) 旋 转 所 成 旋转 体 体积 ， 
. SK z2=qa(t—slnt), y=a (l —- cost) (0«t«2m)5$9 y —2a 旋转 所 成 旋 


转 体 体 积 . 
=., RAK 


. TEES RUE RH, wir y ax" E z= —b Z z2=b ΖΙΒΙΗΝ κ 


JUS, ATA Z. 


RyIn(1—2?) 上 相应 于 0<z< 二 的 一 段 弧 长 . 


。 求 晤 链 线 yachz 一 全 (e+e) JA e= —a F] za X— BL SI 


K. 
求 星 形 线 r=aco ty 二 a 8in3t 的 全 长 ， 
求 曲线 z==e'sint,y=e'cost 从 t=0 31 1--1 这 一 段 的 弧 长 ， 


. RR r=a(1 + cos0 B 1. 
. RARER r=) 从 49=:0 ΕΙ 0— 2a 这 一 段 的 弧 长 , 
. SORS GER ZR r= ae" 从 ?= 一 0 到 7 一 4 — ΕΕΒΕ CR m» 0), 


Pd. SRI UE ES DU TELA 


ο πο ο z tie BR D e HH 
. R P+ (Dt a (boa) Bi z Sh E FED He Pe LE ROBUST, 
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3， 求 悬 链 线 y—ach 二 相应 于 |z] «b [8--ΒΕ98 z BUR. y 轴 旋 转 所 成 


μα Ἢ 
4. RA Trt =1 (0 <b <a) # zt υ 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 


侧面 积 . 


5， 求 星 形 线 zŠ ty —a? # z 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 侧面 积 

6. K za(t—sint),y-a(1—cost) (0<t<2x)2 z 884 υ 轴 旋 转 所 
成 旋转 体 的 侧面 积 . 

7. 求 双 纽 线 ”二 a?0o0s 29 绕 视 轴 施 转 所 成 旋转 体 的 侧面 各， 

8. 证 明 ; 高 为 E, 底 半径 为 的 加 锥 的 侧面 积 为 =R VEFE, 

9. 证明; REMERA 2e RH (4 4-36), 
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第 三 节 ERIR HEA JH 


3.1 已 知 速度 求 路 程 


设 一 物体 作 变 速 直 线 运 动 ， 其 速度 为 六 =V( 才 ， 则 物体 
在 时 间 闻 隔 [ 厂 ,jj 内 所 走 过 的 路 程 为 


- [V oai, (1) 

这 是 我 们 在 第 三 章 一 开始 就 已 熟悉 的 ， 现 在 我 们 用 微 元 法 把 
Ak) 再 推导 一 饥 . 

第 一 步 “ 分 割 时间 区 间 Ca, ἐν], ΕΜΑΣ ΣΙ ΑΠΕ itd]. 

相应 于 这 一 段 时 间 的 路 程 Js 可 用 路 程 微 元 ds 来 近似 代替 ， 
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ds 是 以 v(t) 为 速度 的 匀速 运动 的 路 程 ,因而 τ 
ds= v(t) dt. | 
第 二 步 。 当 At—>0 BJ, K ds EREM, MEERA ἐν 3 
ts 求 定 积分 , 就 得 到 路 程 公式 
-|ωσ-]ρθα. ον ἢ 
(h) h | . 
这 就 是 公式 (1). 
在 这 里 , 要 求 的 路 程 8 是 非 均匀 变化 问题 (具体 来 说 就 
是 变速 运动 ) 中 的 一 个 整体 量 ， 我 们 通过 在 局 部 范围 内 “以 勾 
代 不 匀 ? 或 “以 不 变 代 变 "的 办 法 , 先 写 出 路 程 微 元 , 然后 求 积 
分 ,解决 了 这 一 问题 . 
【 例 1 已 知 自由 落体 的 速度 为 。=gt, 求 落体 从 t=0 到 
1 一 加 所 走 过 的 路 程 8. 
解 ， 由 公式 (1), 知 I 
je gtdi - 3. gt? "at gt$. 
因此 ,对 于 任意 时 刻 落体 所 走 过 的 路 程 为 
s= 3g, 
这 正 是 大 家 所 熟知 的 自由 落体 的 运动 规律 . 


3.2 静 正 液 体 的 压力 

设 有 一 薄板 (形状 如 图 4-37 所 示 ), 垂直 放 在 比重 为 y 的 
液体 里 ， 求 液体 对 薄板 的 压力 也. 

解 ， 取 坐标 系 如 图 所 示 ， 并 设 莫 板 的 曲 边 方程 为 y= 
Fo),F(o) 是 连续 函数 . 

由 物理 学 知道 , 在 液 面 下 深度 为 的 地 方 , 由 液体 重量 所 
PERERA pyh, 并 且 同 一 点 的 压强 在 各 个 方向 都 是 相 
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等 的 ， 因 此 , 如 果 薄 板 各 点 处 的 深度 相等 , 那么 , 液体 对 薄板 
的 压力 就 等 于 压强 乘 以 面积 . 
现在 , 薄板 垂直 放 在 液体 中 , 在 
不 同 深度 处 , 压强 不 同 ， 于 是 ， 
求 液体 对 薄板 的 压力 又 是 求 不 
均匀 变化 (此 处 指 深 度 是 变化 
的 ) 问 题 中 的 整体 量 .为 了 解决 
这 个 问题 ,我 们 仍 用 微 元 法 . 

第 一 步 “ 分 割 区 间 [a δ], 
相应 地 ， 薄 板 被 分 成 若干 小 横 4-37 
条 .考虑 典型 小 区 间 o, z+ de], 相应 于 这 一 份 的 , ΒΞ: ΕΥΠ 
EAs, 宽 为 de BS — 4; NIB ZUR TE Δε, 液体 对 它 的 压力 4P 
可 近似 用 压力 微 元 dP KRE, dP 是 深度 为 mW 长 为 y, 宽 为 
de 的 小 矩形 条 所 受 的 压力 , 因此 

d P = E5 X Bf = ye yde = γα (z) dz: 

BF ΧΑΡ Ja 3 b RE BUR HON EE GER 

的 压力 


P- | dP - f yz f (z) de — y| f (z) dz, (9) 


【 例 2】 有 一 个 半径 为 R=3 
米 的 圆 形 溢 水 洞 , 水 半 满 , 求 作用 在 
. ΠΠ EJ EJ. 
| 解 ， 取 坐标 系 如 图 4-38 所 示 . 
HAR (2), 知 只 需 写 出 闭 门 边 缚 曲 
线 的 函数 式 . 易 知 在 第 一 象限 内 , 有 
y 一 \V9 一 吧 . 


图 4-38 算出 相当 于 第 一 象限 的 半 个 闸门 上 


所 受 的 压力 与 ,再 两 倍 即 可 ， 


对 于 水 来 说 ,比重 
yY= 工 克 /厘米 ?= 1000 FHK = 10/38, 
由 公式 (2) , 得 到 


4 _— --α 3 
Ps Pez LP gmd0 


$079 *| -9y -9(8), 
因此 P=18 (ΜΕ). x 

思考 题 LEH, 车 洞 内 水 高 一 米 , 则 闸门 上 所 受 的 压力 
是 多 少 ? 

【 例 3】 有 一 贮 油 色 , 装 有 比重 为 0.96 吨 / 米 ? 的 油料 . 饶 
的 下 部 有 一 直径 为 760 KRALA LI (便于 进入 检修 或 清 
理 )， 筷 的 中 心 距 液 面 6800 毫米 ， 孔 口 挡 板 用 螺钉 国 紧 (图 
4-39) .已 知 每 个 螺钉 能 承受 600 
公斤 的 压力 ， 问 至 少 要 用 多 少 个 螺 
£]? 

解 ， 圆 孔 挡 板 在 圆柱 面 ( 贮 油 
REH) E, 不 在 一 个 平面 上 ， 但 是 
由 于 贮 油 钠 直 径 比 圆 孔 的 直径 大 得 
多 ， 所 以 可 以 把 圆 孔 挡 板 近似 地 当 
作 平 面 情形 来 处 理 ， 若 能 计算 出 挡 
板 上 所 受 的 压力 ， 则 可 知道 逢 多 少 。  。“ B 43 
螺钉 ， 为 了 求 压力 ， 我 们 取 坐 标 系 如 图 4-39 Br. 


iB À—6800 à», — 19. — 380 毫米 (在 计算 过 程 中 , 先 
JHOCS hn, 最 后 结果 再 代入 数字 , 这 样 , 计算 可 以 简洁 一 些 ， 
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---7, 
2 


也 少 出 错 )， 圆 孔 中 心 的 坐标 为 (2 0), BILERS r, 因此 ， 
13] 3,322171 Τελ 


(e=) ty =r’, 
图 中 , 右 半 图 方程 为 


ye PT GT, 
由 公式 (2), 知 油料 对 右 半圆 孔 挡 板 的 压力 为 


>=] ων ^/7)— (@—h)? da, 


h-r 


令 c—h-t, MI 
z= |, (+A) ^/ r* — 8 di 
=y κ υγ -- di+yh| VE di. 
RS ΤΑ BUCA PS S 25 ST 函数 ,因而 
| 7? —13 di —0, 
ΒΑΛΕΡΙΑ ΡΑΣ, ΕΠΗ κ 
| ve-e αλ] N/r3 — Ë dt. 


于 是 
> = 2yh | VAE di 
查 肖 用 积分 表 τα ΜΗ 
DUBITO. yh Z = 1 ----. 可 -aresin + P 
yhe (` EN) γω 
2yh (5 >) ο” 
从 而 


P -—yhzr?. 
将 7=0.96 BE /K* —960 Z r / ἈΚ", 


7 —980 23 = 0.88 米 代 入 上 式 , 得 
了 二 2961 AF. 


b=0800 毫米 =6.8 米 ， 
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由 此 可 知 ,至 少 要 用 DESI 56 个 螺钉. 


3.3 变 力 所 做 的 功 


由 物理 学 知道 , 如 果 某 物体 在 恒 力 了 的 作用 下 作 直 线 运 
动 , 力 的 大 小 不 变 , 方向 与 物体 的 运动 方向 一 致 , 那么 , 当 物 体 
移动 一 段 距 离 s 时 , 力 了 对 物体 所 做 的 功 是 

W = Fs, 

但 是 , 在 许多 实际 问题 中 , 往往 出 现 变 力 ， ΛΕΣ 
体 所 做 的 功 . 

当 变 力 的 方向 不 变 , 只 是 大 小 改变 时 , 可 以 用 定 积分 方法 
求 变 力 所 做 的 功 ， 如 果 变 力 的 大 小 ,方向 都 改变 , 那么 , RAE 
力 所 做 的 功 时 ， 就 要 用 曲线 积分 的 工具 了 . 我们 这 里 只 介绍 
第 一 种 情形 ， 对 后 者 , 将 在 < 多 元 函数 微 积 分 2 一 书 中 介绍 . 

假设 物体 在 变 力 F 的 作用 下 沿 直 线 Oz 运动 ， 力 的 方 问 
始终 不 变 , WEE Oa: 轴 ( 因 此 称 为 平行 力 ), 而 大 小 在 不 同 点 
处 取 不 同 数值 , 即 力 的 大 小 是 2 的 函数 : 

F-—F(). | 

今 物体 在 变 力 F (a) 的 作用 下 , 从 直线 Os Exo 运动 到 
另 一 点 2， 试 求 变 力 对 物体 所 做 的 功 ， 

f. 我 们 在 这 里 又 遇 到 了 一 个 非 均匀 变化 ( 指 力 的 大 小 
是 变化 的 , 不 是 恒 力 ) 的 问题 ,要求 的 功 也 是 一 个 整体 量 ， 因 
此 , 我们 仍 用 微 元 法 来 处 理 . 

第 一 步 “ 分 割 区 间 fce，5j， 考 虑 典型 小 区 间 [α, z+ de], 
在 这 一 小 段 上 ， 变 力 所 做 的 功 AW 可 用 功 的 微 元 (也 称 为 元 
功 )aW 来 近似 代替 。QWV EEN F O) EBER de 上 所 做 
的 功 , BP 


一 241 一 


dW = F (m) de. 
第 二 步 ” 将 QJV A aN ὁ RERS, CASE BOR EU 2 


(b) b | 
W= |,aw- | 7 (w) dx, (5) 


这 就 是 说 , 25 7] Pr W DS TE 2 S E SEC E E Pi y. 
因 示 ， 求 功 时 ， 只 需 设 法 写 出 变 力 函数 Ρίω), ΒΡΚΛΕΤΑ ΒΑ 
1 T. 

【 例 4] 设 有 一 弹 赞 , 原 长 TOR. — Wala, FEAR hn. 
假定 每 压缩 1 厘米 需要 b yc HJ, S RERUM. 80 JROK R: i 
为 60 JEX, [n] vs 5071 4 "b? 

ΒΕ, 取 坐 标 系 如 图 4-40 所 示 ， 弹 复 目 由 端的 平衡 位 置 
( 即 初始 位 置 ) 取 为 坐标 原点 . 


Ὁ 
9 100 | 


(单位 : BL) 
图 4-40 


ΝΑ) 80 厘米 压缩 为 60 厘米, 在 坐标 办 上 , 相当 于 


将 自由 端 从 坐标 为 100—80 —20 (BOR) 的 点 4 处 压缩 到 坐 
IRA 100—60— 40 (厘米 ) 的 点 如 处 (图 4-41), 


4 B » 
O 20 40 100£ 
(单位 ; OK) 
图 4-41 


为 了 求 出 外 力 所 做 的 功 , 由 公式 (3) 知 , RIY hE KN 
[20, 40] Ef£— a ΦΕΡΕΙ F (x). 由 物理 学 知道 ,在 弹性 
FREE, dH (πα ΗΕ 48) ΑΕ BH nu BJ JJ 15 RIS RE (EK Πε 38 Et ) JV 
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正比 ， 现 在 , 把 弹簧 压缩 到 ο Ab, 压缩 量 为 m， 因此 所 需 的 外 
力 为 

F=ke >0 为 比例 常数 )， 
这 里 的 不 可 以 由 已 知 条 件 确定 出 来 ΑΗ ΛΜ 
5 克 重 , 代入 上 式 , 得 到 


δ--ἓ.1--ᾖ, 
即 k=D( 58 Ἑ ΕΕ), 
从 而 变 力 为 了 =6wz( 殉 重 )， 


由 公式 (3), 知 所 求 的 功 为 
μ Fda = ἽΝ ada: 


b 
=- g? 


了 ?| = 3000 (ETE EK). 


(5) 自 地 面 垂直 向 上 发 射 火 箭 , KEREN πο, AH 
算 将 火箭 发 射 到 距离 地 面 的 高 度 为 时 所 做 的 功 ， 并 由 此 计 
算 第 二 宇宙 速度 ( 指 火箭 脱离 地 球 引力 范 转 
所 具有 的 初速 度 ). 

解 ， 取 坐标 系 如 图 4-49 所 示 , 设 地 球 质 
EOS M, ¥BY R. 

HARGA, 只 须 写 出 在 区 间 [R, R+ 
加 的 任 一 点 7 处 , 所 需 施 加 的 外 力 FG). 

由 实验 知 ， 地 球 对 位 于 ”点 的 火箭 的 引 
力 大 小 为 


4-42. 
其 中 7 是 火箭 到 地 球 中 心 O 的 距离 ，G 为 引力 常数 . 

为 了 发 射 火箭 ,必须 克服 地 球 的 引力 f. 用 以 克服 地 球 引 
力 的 外 力 卫 (7) 与 地 球 引 力 大 小 相等 , 因此 ， 
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M «m 
r^ ^" 
由 公式 (3) 知 ， 将 火箭 自 地 面 ( 此 时 7= 马 ) 发 射 到 离 地 面 
高 度 为 h (RIN r= RA) 4, RDA 
πο 


-GM-m(—7) QOO ms uu). 
AP 317154 δα G 可 以 变换 一 下 形式 : 


当 火 箭 在 地 面 上 时 ,7 一 忆 ， η ACUBISLITA ZA 


f -GE 
它 应 该 等 于 重力 mg, Bl 
G ~ — TR, 
_ Hg 
于 是 G = M + 


代入 上 面 功 的 表达 式 , 得 到 
W.,-GM. m( z=) 


R Ri 
D M. "(x u B ) 
1 d 


这 就 是 将 火箭 自 地 面 发 射 到 离 地 面 高 度 为 x 处 时 所 和 需 做 的 功 ， 
为 了 使 火箭 脱离 地 球 引 力 范 围 ， 也 就 是 把 火箭 发 射 到 无 
穷 远 处 , 此 时 /一 十 co， 所 需 做 的 功 为 


Wa= m Wi1 = im πιο - ο. ) 


— mgR?- > —mgR, 
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由 能 量 守恒 定律 ， 所 做 的 功 W, 应 等 于 给 于 火箭 的 动 
能 上 mj (vo 是 火箭 离开 地 面 的 初速 度 ), Bl 


mIR = Zm, 


解 出 v= ^/29R. 
Kf g=9.8 米 / 秒 ?, R=6371 公里 =6.371x108 米 代 入 ,得 到 
v= N/2x9.8x6.871x 105 =11.2x 10+- 
一 11.2( 公 里 / 秒 ). 
这 就 是 使 火箭 脱离 地 球 引 力 范 围 所 至 少 必 须 具 有 的 初速 度 ， 
通常 称 为 第 二 宇宙 速度 

例 4, 例 5 都 是 先 写 出 变 力 表达 式 ,然后 代 公 式 (3) ,有 时 ， 
为 了 方便 ,我 们 也 直接 用 微 元 法 . 

【 例 6】 有 一 圆锥 形 蓄 水 池 ， 2 
P3EROK. 池 深 15 OK, 池 口 直径 20 
米 , 欲 将 池内 的 水 全 部 抽出 池 处 , 问 
需 做 功 多 少 ? 

解 ， 我们 用 微 元 法 解 这 个 问 
题 ， 取 坐标 系 如 图 4-48 所 示 . 

第 一 步 “ 分割 区 间 [0，45], 考 
BARKE e, αἠ-ἀα], 相应 于 
这 一 段 的 水 层 重 量 ΔΡ 可 以 近似 看 
成 以 48 HRF, VI dz 为 高 的 薄 圆 柱 水 层 的 重量 dF, 而 水 
的 比重 为 Y=1 吨 / 米 ,所 以 

dF =y (m. AB?) do = x AB*ds, 
由 图 4-43 4l, AOAB~ AODO, 因此 
OA AB 


— a U U l. 


OD  DO* 


ο 


图 4-43 
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将 04=z, 0D=15, Do= -10 RA, 得 


10 2 
AB =” 3 
， (2 Y, 4.2) 
从 而 dE =Í ο) da 可 πω de, 


“将 这 层 水 抽 到 池 外 ,所 提 上 去 的 距离 是 (15 一 2), 因此 所 
需 做 的 功 ( 即 元 功 ) 为 
dW =dF. (18-- ϱ) -£ xa* (16 —a)dz, 


第 二 步 ” 将 上 式 从 0 到 15 求 定 积分 , 即 得 所 求 的 荔 
W = Ë 2 πο(16- z) de 
ο 9 


4 15 
=f a(r] — 1870 (mi - ἈΚ. 


3.4 引力 问题 


万 有 引力 定律 告诉 我 们 ， 任 何 两 个 物质 的 质点 都 是 相互 
吸引 的 , 引力 的 方向 沿 着 两 质点 的 联 线 , 引力 的 大 小 与 两 质点 
质量 的 弱 积 成 正比 ， 而 与 它们 之 间 且 离 的 平方 成 反比 ， 如 果 
用 m, m 表示 两 质点 的 质量 ,7 表示 两 质点 间 的 距离 , FÆ 
7I P3 ΠῚ Ex JB ELTE FL 8] 71, ΠΒ 

Ρ-ᾶ-ῃ-, 
| T 
>0 是 引力 常数 .在 0.G.8 η, G 的 值 是 
G = 6.67x10-% JEOK? / và, WP? GRTAD - EOK?2/ 327). 

对 于 一 个 物体 和 一 个 质点 , 或 者 两 个 物体 来 说 , 如 果 它 们 
之 间 的 距离 非常 远 ， 或 者 它们 之 间 的 距离 比 它们 本 身 的 直 和 名 
大 得 多 , 那么 就 可 以 把 它们 都 近似 地 看 成 质点 , 直接 运用 上 面 
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的 公式 来 求 引力 ， 但 是 ， 如果 它们 之 间 的 距离 不 太 大 , WA, 
一 般 说 来 ， 要 求 它们 之 闻 的 引力 就 要 用 到 重 积分 了 (可 参见 
《多 元 函数 微 积分 一 书 )， 只 有 在 比较 特殊 的 情况 ,才能 用 定 
积分 的 方法 来 解决 ， 下 面 ,我们 举 两 个 例子 ， 

[5] 7] 设 有 一 均匀 细 杆 , KAL 质量 为 于， 另 有 一 质 
量 为 mw 的 质点 位 于 细 杆 所 在 直线 上 ， 质 点 到 杆 的 近 端 的 距离 
为 a (图 4-44)， 试 计算 细 杆 对 质点 的 引力 F. 


4-44 


解 ， 上 面 已 经 说 了 ， 万 有 引力 定律 一 般 只 适用 于 二 质点 
的 情形 ， 现 在 一 个 是 质点 mm, 另 一 个 是 细 杆 , 其 上 各 点 到 质点 
m 的 距离 都 不 相同 ， 我 们 在 这 里 又 遇 到 了 一 个 不 均匀 变化 的 
问题 ,并且 也 是 要 求 一 个 整体 量 一 一 整个 细 杆 对 质点 的 引力 . 
为 了 求 得 它 , 我 们 仍 用 微 元 法 , 把 细 杆 分 成 若干 部 分 , 每 一 部 
分 近似 地 看 成 一 个 质点 ， 利 用 万 有 引力 定律 算出 它们 对 质点 
m 的 引力 dP, 然后 再 将 dF 无 限 相 加 ,得 到 总 引力 F. 

应 当 指出 : 引力 本 来 是 向 量 ,不 仅 有 大 小 , 而 且 有 方向 .但 
此 处 细 杆 各 点 对 质点 % 的 引力 方向 都 相同 (指向 细 杆 )， 因 此 
只 须 考 虑 大 小 . 

解 题 时 ， 总 是 先 取 好 坐标 系 ， 上 坐标 系 的 选择 不 会 影响 所 
求 量 的 值 ， 但 是 直接 关系 到 计算 过 程 的 繁 简 ， 为 了 帮助 大 家 
练习 怎样 选取 坐标 系 , 我 们 挑 几 种 选 法 叙述 如 下 ， 

第 一 种 ， 取 坐标 系 如 图 4-45 Εν. 

分 割 区 间 [0, 中 ,考虑 任意 一 份 [z, c--dz]. 细 杆 相应 于 
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这 一 部 分 的 是 长 度 为 de το το, 
的 线 密度 ). 我 们 可 以 近似 地 把 这 一 小 段 看 成 一 个 质量 为 地 dz 


的 质点 , 它 位 于 点 2 处 ,与 质点 双 的 距离 是 2% 十 &. 于 是 由 万 有 
引力 定律 , 得 引力 微 元 


_ l GM .m 1 
UM Gra! loro” 


REAM 0 3] l RERS, 得 到 引力 
-f GM.m 1 g -Mmf 1 


o Í γα) i CE 
. ως 1 ) " | G Mm 
i v+a/lo α(ζ!α)᾽ 


第 二 种 ， 取 坐标 系 如 图 4-46 Bron. 


t tłdr m 
ο P ira 


E] 4-48 


分 割 区 间 [0, 1], 任 取 一 份 [x, ede], ix — J Ez Pf 3 U 
看 成 斋 点 , 它 位 于 点 %， 到 质点 m 的 距离 为 {二 4 一 z， 因 而 


τας, m 


e Ta 
将 上 式 从 0 到 求 定 积分 , 即 得 引力 
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: Mm 1 
| ΠΝ (raa 


GM | 1 
+ 
μπε... 
-.. Mm 1 | 
l α-(ἷ!α) io 
i ία altay 
PZP. BWER RME 4-41 所 示 ， 
zd 
z— .———— z e _ _ Ἱ 5 
3-1 a Q 
图 447 


XH, AYAKE Le, a+]. ΛνΕίω, z+ 2] F BJ 21 
杆 可 近似 看 成 质点 , 它 到 质点 和 的 距离 为 w， 因 而 引力 微 元 为 
do + m, 
c^ ἶ m 


FEX a 到 a 十 1 求 定 积分 , 得 到 引力 


Μ 
dp = 


Gti 
pof” Mm. ao 
a ] DU 
M Mm ( Ly" GM «m, 
ἶ \ Tia α({--α) 


第 四 种 , 取 坐 标 系 如 图 4-45 Bron. 


4 z+ dz 


+ 
K ΠΗ ' 
E 


L 


~} | | Q ü 


图 443 


分 割 细 杆 所 在 区 间 [ 一 5 01. Ete, zw 十 dz] 上 的 细 杆 可 
近似 看 成 与 质点 m 距 离 为 (一 xz 十 Q) 的 质点 ， 于 是 引力 微 元 是 
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l .0Mm,., 
( —7-4-a)? l (a=) ᾿ 
将 上 式 从 一 1 到 0 求 定 积分 , 即 得 引力 
7 Tr t 
-| — = Ga) 
ο GMm 1 |] _ GMm 
| v—a i- altta)’ 

比较 起 来 , 几 种 选取 坐标 系 的 方法 都 可 以 ,但 第 三 种 更 为 
方便 ， 因 为 此 时 被 积 函 数 人 简单 .第 四 种 虽 不 复杂， 但 因 这 里 
c0, 所 以 写 距 离 时 应 加 上 负 号 ， 这 是 应 当 和 仔细 考虑 的 . 

总 之 ， 解 应 用 问题 时 ， 如 何 选 取 坐 标 系 是 一 个 重要 的 问 
Επ, 选 得 好 , 计算 过 程 简单 ; 选 得 不 好 , 计算 就 复杂 , 甚至 可 能 
无 法 计算 . 因此 ,我 们 必须 选取 合适 的 坐标 系 ， κ 

【 例 8】 仍 是 一 均匀 细 杆 与 一 质点 m, 细 杆 长 21, 质量 为 
M. 不 过 这 里 m 并 不 在 细 杆 所 在 直线 上 ， 而 是 在 细 杆 的 慌 直 
平分 线 上 , 距 杆 为 4 处 . 试 求 细 杆 对 质点 mw 的 引力 F. 

解 ， 取 些 标 系 如 图 
4-49 所 示 ， 

此 例 与 例 7? 不同， 例 
T 中 细 杜 上 和 名 上段 对 质点 1 
的 引力 虽然 大 小 不 同 ， 方 
癌 却 都 朝 着 细 杜 ， 是 相同 
HJ, 因此 可 以 一 段 一 段 加 
起 来 ， 得 到 总 的 引力 ,在 
图 4-49 那里 ， 实 际 上 只 计算 了 总 


aF =G 
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引力 的 大 小 P, 而 方向 , 由 于 朝 着 细 杆 , 就 未 特别 说 明 . 

此 处 的 情形 不 同 ， 细 杆 上 各 眉 对 质点 mm 的 引力 不 仅 大 小 
不 同 , 而 且 方 向 也 不 同 , 例如 小 段 [z, 十 do] 上 的 细 杆 对 质点 
m 的 引力 应 该 朝 着 该 段 细 杆 ， 这 样 ， 各 段 引力 就 不 能 用 上 面 
所 说 的 数字 求 和 方法 来 相 加 , 而 必须 用 向 量 加 法 . 

向 量 怎样 相 加 呢 ? 我 们 知道 , 是 按 分 量 相 加 ， 举 例 来 说 ， 
RAHE À = {Α., Αι}, B= (B, By, 则 它们 的 和 A+ B= 
[4:1Β,. A+ Bj). 根据 这 个 原则 ， 我 们 把 每 一 小 段 对 质点 
m 的 引力 都 分 解 成 2 分 量 与 y 分 量 ,然后 按 分 量 相 加 , 便 得 到 
总 引力 的 2 分量 与 9 分量 .不 过 ， 这 里 的 “ 相 加 ?是 无 限 求 和 

下 面 , 我 们 根据 向 量 求 和 的 原则 ,用 微 元 法 来 解决 求 引力 
F 的 问题 . 

设 总 引力 为 

F={F,, Fy}. 

由 于 细 杆 的 质量 分 布 是 均匀 的 ， 而 质点 mw 关于 细 杆 的 位 
置 对 称 , 因此 , 总 引力 的 ”分量 P,=0 ( 细 杆 左右 两 端 对 称 的 
各 段 , 对 质点 m 的 引力 在 2 方向 的 分 量 互 相抵 消 ), 因此 , 只 须 

分 割 区 间 [ 一 4 T], 任 取 一 小 段 [x，w 十 dw]， 这 一 段 上 的 


细 杆 可 近似 看 成 一 个 质点 ,其 质量 为 -可 de, SINUS 


距离 是 V2 十 3” ， 由 万 有 引力 定律 ， 这 个 质点 对 质点 m 的 引 
JJ dF 的 大 小 为 x x 


η 
άξ]--ᾱ οἱ ^" _GMm 1 de. 


(Vata? 3 Px ` p” +a 
dF 的 方 加 朝 着 点 %， 从 图 4-49 容易 看 出 , dF 的 y 分 量 为 
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dF = —|dF ]ουςθ-- — δι» Ui = — 


G Μια, 1 
— 3 qas σον 
式 中 负 号 表示 dF Ej y ΙΕ In] BJ 36 £8 7g PUR. 
将 上 式 从 一 7 到 1 求 定 积分 ( 即 各 段 引 力 的 9 分 量 相 加 /)， 
得 到 总 引力 的 % 分 量 
! πια 1 
ο. TER ECC 
- Sms [ 1 
οἱ Ja (æ +a)’ 
- 282a [ 1 
2l (+a?) z^ 
查 常用 积分 表 GMma i1. vo | ^ GMm 
0 01 V+a? |o aN P+ a? ° 
从 而 细 杆 对 质点 人 4 的 总 引力 为 


[ 
F={F;, Fà-19 


da 


— 


—G Mm 
«ἐ5-α3 


HABERE m BL AU 于 到 二 TARDAR 
直 平 分 线 并 指向 细 杆 . 


3.5 转动 惯量 问题 


转动 惯量 是 一 个 物理 量 ， 当 物体 绕 固 定 轴 转 动 时 ， 它 反 
映 着 惯性 的 大 小 , 正如 物体 在 移动 时 , 质量 反映 它 惯 性 的 大 小 
从 物理 学 知道 , 质量 为 m 的 质点 , 绕 固 定 轴 AB 转动 时 ， 
质点 对 AB 轴 的 转动 惯量 为 


J -—q 
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其 中 为 质点 到 转轴 的 垂直 距离 (图 4-50}, 

AT Z ma? Ὡς 48 Et BB JX Ë ΠΒ pi m 
在 转动 时 的 惯性 大 小 昵 ? 

Sep, WIEDER m AB Bh 
转动 的 角速度 是 o, 那么 , 线 速 度 就 是 
二 7?w， 从 而 转动 动能 为 

1 


1 
u= > mu 一 可 qm (Tc) 


_ l μα. l yra 
> (qm λω = > 4e. 


当 巴 一 定时 ,， u 5 J (=mr2) IE I, e c 
MERK, rR, 转动 动能 4 就 越 大 ， 比 如 抢 大 锤 时 , 锤 头 越 
重 ， 锤 把 越 长 ， 打击 的 能 量 就 越 大 ， 因 此 ，vJy = mc? 这 个 物理 
ee AB 转动 时 的 惯性 大 小 ， 我 们 称 
它 为 转动 惯量 ， 转 动 惯量 是 一 个 标量 . 

当 我 们 考虑 的 不 是 一 ^s If FX, ΠΠ Ais n I ER, mai, Ma, »»', 
mn 组 成 的 质点 组 时 , 它 绕 43 轴 的 转动 惯量 J 等 于 个 质点 
的 转动 惯量 之 和 , 即 

J = mri t Mat + = uut. 


其 中 7 是 质点 m =1, 2, +, n) ΑΒ 轴 的 垂直 距离 . 

在 实际 问题 中 ， 经 常 遇 到 质量 连续 分 布 的 物体 绕 固 定 输 
转动 , 这 时 ， 人 怎样 求 转动 惯量 呢 9 一 般 而 言 ， 当 物体 可 以 看 作 
是 二 维 的 ， 则 需 用 二 重 积分 或 曲面 积分 ， 当 物体 是 三 维 的 ， 
则 需 用 三 重 积分 ;， 当 物体 是 一 段 物 质 曲线 弧 ， 则 需 用 曲线 积 

分 (参见 本 从 书 < 多 元 函数 微 积分 >)， 但 是 ， 当 物体 的 质量 均 
^1. 并 且 形 状 对 称 时 ,有 时 也 可 将 问题 化 为 定 积 分 来 解 
n | 
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[B] 9] 设 有 一 均匀 细 杆 , 长 为 1 ΕΕ M. 求 细 杆 绕 
过 其 中 点 且 与 村 垂直 的 轴 AB 的 转动 惯量 ， 
解 . Wu 4-51 Bp. 


分 割 区 间 | — >| EE UNE ES odd). Hy 
这 一 段 的 细 杆 可 以 近似 看 成 一 个 质点 ， 其 质量 为 学 az BJ AB 
轴 的 委 直 上 距离 为 as， 因而 这 个 质点 对 AB ARRAREN 
az=% da at =M a*da. 


KE ESUL — 7 BERERA, ENAT ER 


| 8 ο 19 
【 例 10】 设 有 一 质量 为 M, 半径 为 ΕΝΑ, 求 
纸 它 的 一 条 直径 的 转动 惯量 . x 
解 ， 取 坐标 系 如 图 4-55 所 示 ， 转 动 轴 取 为 z 轴 . 
2 8 αὶ ΓΚ ΓΒ, R], 圆 盘 相 应 地 被 分 成 若干 平 
IIF y μες, 任 取 一 份 [%,% 十 dwj, 相应 于 它 的 是 一 个 上 曲 
UERR, 它 可 以 近似 看 成 一 个 细 杆 , 其 长 度 为 
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E 2y = 24/ R* — e, 
质量 为 
dm 一 面 密度 X 面 积 = 


H ËJ 9, 此 细 杆 对 z "m 惯量 为 
dJ —  dm- (2y)? 


= Z. 二 2— 22 da. (2 V R? —a2)2 


_ 2, E ; 3 —.*)* 2de., 


πε Qv da) = M R° — x° da. 


E 


Š 
HERM 一 五 » ΒΚΤ, 得 到 整个 圆 盘 对 zz 轴 的 转 
动 惯 量 x 
J-| 5 M — q^)? da 
= 3 x (Re) da 


& qe Rsin t 4. 1 uf BAcosttdi 
3 


zm A 4 2 9 { 419. 


思考 题 “在 例 9 中 ,车 4 了 3 轴 过 细 杆 的 一 端 且 与 杆 垂 直 ， 
则 细 杆 对 AB 轴 的 转动 惯量 为 2 MP， 请 自己 推算 
[11 设 有 一 质量 为 到 ， 半 径 为 吾 的 圆周 状 均匀 物 
质 , 求 它 对 通过 其 中 心 且 垂直 于 圆 的 转轴 AB 的 转动 惯量 (图 
4-53). 
a 分 割 圆周 为 若干 小 弧 段 ， ZBERE AS. È 
可 以 用 ds 来 近似 代替 . 圆周 的 线 密度 是 s 因此, KA da 
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---- 
— 


4. 
3 


BJ JLE: BS CE 2 dm = 一 . SOC ΛΜ ILLE ZA 


dm 的 质点 ， ES AD MMSRCIEERUS R 因此 它 绕 AB 轴 的 
转动 惯量 为 


Οι = S 5 
am | 
B. 
Ej 4-53 图 4 54 
M MR | 
dJ = Ridm = R^ ---------- d8 = da. 
2c R 2c 


将 上 式 消 整 个 国 周 积分 得 到 
J-( αι MEn- E ds, 
(L) (Ὁ απ ὧς Jr 


ΒΙΑ), ds EE I κ ο ας ως 


长 , 即 | ds=2=R, Mim 
(Ὁ 


J = MB Oa R = MR. 
Act 


[5] 12] λα, FRR RINBSSIES, 求 
S 8 Bo B. 5 5E E e EB £539 4B 的 转动 惯量 ， 

AR. 取 坐 祭 系 如 图 4-54 Ep. 

4y 8 [Χ|5|[0, R], ARA Πρ ZAR ΠΤ ΛΕ ΡΕ, 22 
IER — 9 [o, 2--dx], 相应 于 它 的 是 一 个 内 半径 为 xz, 外 半 
TR cr do n, BD 2 


-—£58-— 


σία + da)? — avc? = 2zada-+ m (dry)? 2rd, 

ΠῚ 8: TEE ME E: PL, BERA IURI B E DOR 
dm = [8135 BE x 面积 

M 2M 

UBRO . 2o oda = p 

由 于 de 很 小 , 这 个 圆 环 可 以 近似 地 看 成 一 个 圆周 ， H PI 11 By 

SUR, 1831 E AB 轴 的 转动 惯量 

ÀJ = dm a= M ος. gi = 2M 

gu (deu 


p 
ΛΠ [1 AB 轴 的 转动 惯量 为 


αχίω, κ 


vdo, 


"2M ο, Í τη 
7-| pi 2 dv——-ME . 
[5113] 设 有 一 质量 为 M, 半径 为 忆 的 均匀 实心 球体 ， 
求 它 对 其 直径 的 转动 惯量 


Ai. JAWA W 4-55 
所 示 ， 直 径 所 在 旋转 轴 取 为 z 
轴 ， 与 它 垂直 的 轴 取 为 y fü. 
«Oy 平面 截 球 面 成 一 个 大 图， 
其 方程 为 e y! — 13. 

分 割 z 轴 上 的 区 间 [ — R, 
R], 球体 相应 地 被 分 成 若干 部 
Av. EB y [e, z+dz]. ΛΗ 
应 于 它 的 , 是 一 个 薄 球 台 , 它 可 m S5 
以 近似 地 看 成 一 个 半径 为 y= Re ggg 8, JE HE 2g de, 


ALTE EL SERI FREE wy*%02 一 x(B? 一 vw”) de. 球 的 体 密度 是 


M 3 M . ' 
m 4 «He Mif $35) 088 B] 2k 887 Jo ΞΕ 
Iu | 


=$- 
- 
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dm = ! ada 
- 3. M (Rew) de 
由 于 da RU ΜΜΑ RR 惯量 可 按 例 19 S IH, 
ᾱ;-φ (dm) «y? = Z dm: ({--αἳ) 
| -名 (BR) da 
-3.M qui UU — 2 Ra? a) da, 


(0 HERA 一 且 到 及 求 定 积分 , 得 到 整个 球体 对 ο 轴 的 转 
动 惯量 


z a 8, M m. 4 
j-[ JUD M n 2 R?a? +z) de 


=. | (R: — 2 R222 mt) da 


8 
-2.4 M. af (R$ — 2R% +u) da 


2 2 
£ MR, 


3.6 交流 电 的 平均 功率 ， 交流 电 电 流 和 电压 的 有 效 值 


1. 交流 电 的 平均 功率 

我 们 知道 , 在 直流 电路 中 , 大 电流 强度 为 1， 则 电流 通过 
电阻 中 所 消耗 的 功率 为 κ 
| P= Ph. 
这 里 , T RON, P 也 是 常数 . 

ἩΓΟΥ͂ Εκεί, TEMRE i= Et B, 
因此 ,功率 P= O.R Ud t ΡΑΣ, ERREN 二 的 功率 ， 
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但 是 ,对 于 使 用 某 个 电器 来 说 ,计算 了 瞬时 功率 是 没有 多 大 意义 
的 ， 需 要 计算 的 是 在 一 段 时 间 内 的 平均 功 案 。 我们 平常 看 见 
灯泡 上 所 标 40W ， 60W 等 字样 , 就 表示 平均 功率 。 那 么 ， 
平均 功率 怎样 计算 呢 ? 

平均 功率 了 等 于 交 变 电流 ¿= ὁ (2) 在 一 个 周期 内 所 作 的 
ΤΙ W Δὲ ΒΕ ΒΒ T Ex, BD 

s. W 
T: 

HT =i OPERA, Put, UdE—JAAXHIDO, TA 
作 的 功 是 一 个 非 均匀 分 布 的 量 ， 必 须 用 定 积 分 来 解决 ， 我 们 
来 用 微 元 法 ， | 

SAKEO, ΤΊ, 2 YS 4E — [t 1-35], XEJETXEIS]ER, 
可 近似 认为 电流 是 不 变 的 , 都 是 4 从 ， 于 是 “以 不 变 代 变 ” 求 
得 局 部 量 AW 的 近似 值 一 元 功 dV 

W — 3y53& x hj E =i? (2) ,Rat. 'α 
TÉ EAK) O03) T RERS, 得 到 在 一 个 周期 内 所 作 的 功 
W =f 2 (Ὁ qac- R| (dt, 
从 而 平均 功率 为 
p- 5 -[3. [ea] n. (4) 
(4 式 也 可 写 为 
P=) i? (9) - Bdt. 


册 第 三 章 函 数 的 积分 平均 值 了 -~ ο 的 定义 ， 知 


平均 功率 卫 恰 是 骨 时 功率 函数 P= PGR 在 一 个 周期 区 间 Ἢ 
上 的 积分 平均 值 . 
元 全 类 似 地 , 可 以 求 电 流 、 电 压 的 平均 值 , 


— 259 一 


k = 


i- xl. i (tdt, (5) 


U = τ], udt, (6) 


2. 交流 电 电 流 和 电压 的 有 效 值 

交流 电流 ?=2 志 的 大 小 和 方 回 是 随时 间 变 化 的 , 但 是 一 
般 电 器 上 却 标 有 确定 的 电流 值 , 这 是 指 电流 的 有 效 值 ， 

什么 是 电流 的 有 效 值 呢 ? 

当 交 流 电流 “一 和 在 一 个 周期 内 消耗 在 电阻 及 上 的 平 
均 功 率 等 于 某 直 流 电 流 工 消耗 在 同一 电阻 上 的 功率 时 , 这 
FRUE TUERI Ct) 的 有 效 值 . 

容易 推 知 ， 交 流 电 流 CGO 的 有 效 值 为 


| 1-4 [ia 
T' Jo (t 


事实 上 ,将 (入 式 与 直流 电 的 功 汇 公式 


P = PPB 
相对 照 , 发现 有 

PL i? (yas, 
因此 NE 
常 记 作 


L= pl PO, (T) 
对 于 交流 电压 wb το), "ERREUR 2S ΜΠ AX 
σκι ph OU 8 


在 统计 学 上 , 称 二 | άν 为 函数 Jo) 在 [a b] 


一 26Q 一 


上 的 雹 方 根 ， 因 此 ,由 (7). (8) 两 式 知 . 

交流 电 电 流 、 电 压 的 有 效 值 就 是 电流 、 电 压 在 一 个 周期 上 
HJPJ TR. 

[9514] ΗΘ ERES B RU EZ AE LIB, 其 电流 强度 
为 


=L) = T, sin oft, 
其 中 如是 电流 的 最 大 值 ( 称 为 峰值 ), w 是 图 频率 ， 周 期 = 
~ 区， 求 平均 功率 及 电流 的 有 效 值 . 
解 ， 由 公式 (4), 平 均 功 率 为 
Ρ- ο (tdt = 4]. I? sin ?wtat 


2 - 
=La | αἰπλωίᾶι CH 4-9 κλωί a 
ο 


T 2 
TB 1 
BR p_i 
P [T > nou 
ou PT δα DR 1 
BR LSIQRO _ L,-U, _ 
9 a — 3. QU». 


这 表示 : 纯 电 阻 电路 中 , 正 强 交流 电 的 平均 功率 等 于 电流 、 电 
压 峰 值 的 乘积 的 二 分 之 一 . 
由 公式 (7), 正副 交 流 电流 的 有 效 值 为 


= Jif - TET amara = E 
Ina 7 rh i (dt — T. sm wtat N32 
Ia 
5 A~ 0.7077 
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就 是 说 ， 正 弦 交 流 电流 的 有 效 什 是 它 的 峰值 的 ,近似 于 
I, 的 0.707 £x. 

HE, 由 公式 (8) 可 以 算出 正弦 交流 电压 WW 的 40) R = 
IL, sin ot» R= L,B sin cot —-U,, sin ot (U,, — InBR) 的 有 效 值 为 

U s — NES ο . TOTUn. 
对 于 平常 供 照 明 用 的 交流 电压 
u(t) -- 811 sim 10021, 

峰值 是 311， 因 而 电压 的 有 效 值 为 


311 
Usx = a^" 220 (4R). 


[B] 15] ZAMEK u= U, sinot 22 e ΠΕ, ΒΡΕ 
u=U misin wt| (E 4-56, 4-57)。 求 电压 的 平均 值 和 有 效 值 ， 


一 一 一 


t: U, sin ot us U, [ein ot] 
Y ds =ð 
O o 
图 4-56 图 4-57 
由 公式 (6), 电压 的 平均 值 为 
22 
U- i| w(2)dt - L| " U, |sinot|dt 
T Jo 2 Jo 
"E 
E 
= L | sin ot | d (cot) 
由 图 4-57 Un 5 U o o 
----------- ------- 3| sin cotd (cot) = —-—"-eogoí| = = 
2a 0 7 lo ÇZ ° 


由 公式 (8) BERAREN i 


σ.-γλ[νωα- [45 Un sin owt dt 


ω 


cU, τω 1—cos2ot 
= >] -- 55560 dr 
Jo 2 


U = 22 U si 20. 9U ga. 


这 个 关系 式 在 无 线 电 中 是 有 用 的 , 
习 题 二 


一 、 求 变速 直线 运动 的 路 程 
1. 菜 物 体 作 直 线 运 动 , 速度 为 
υ--ΨΊ-ἠ-ἑ (3/1), 
求 该 物体 自 运 动 开 始 到 10 秒 末 所 经 过 的 路 程 ,并 求 物体 在 前 10 秘 
内 的 平均 速度 ， 
2. 菏 质 点 作 直 线 运 动 , 速度 为 
v — i? 4- sin 3t, 
XX PE BU T ERE B Ze EBERT. 
3. 一 质点 作 直 线 运 动 , 受阻 力 影 响 ， 速 度 每 秒 减 小 2 2E, 车 初速 度 为 
25 Ἂς 秒 ,品质 点 能 走 多 远 ? 
二 、 求 静止 液体 的 压力 
1. 水闸 的 门 为 矩形 , w 20 米 , 高 16 米 , 垂直 立 于 水 中 , 它 的 上 沿 与 水 
平面 相 齐 . 求 水 对 闸门 的 压力 . 
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2. gEISIIMUERROS SERE, LR 22, TEA 128, 高 3 米 , Ὦ 
出 水 面 工 米 ， 求 水 对 闸门 的 压力 . 

3. 有 一 椭圆 形 薄 板 , 长 半 轴 为 a, 短 半 轴 为 5, 薄板 垂直 立 于 水 中 , 而 
其 短 半 轴 与 水 平面 相 齐 ， 求 水 对 薄板 的 压力 . 

4. 一 块 高 为 a， 府 为 5 的 等 采 三 角形 薄板 ， 垂 直 沉 没 在 水 中 , 顶点 在 
下 , 底 边 与 水 面相 齐 ， 求 水 对 薄板 的 压力 ， 如果 把 它 倒 过 来 放 , 使 
顶点 在 水 平面 上 , 底 边 与 水 平面 平行 , 那么 ,水 对 注 板 的 压力 是 多 
少 ? x 

δ. 一 个 边 长 为 a 的 正方 形 薄 板 垂直 浸入 水 中 ， 它 的 一 个 顶点 位 于 水 
面 , 而 一 条 对 角 线 平行 于 水 面 。 求 薄板 所 受 的 侧 压力 ， 

6. 有 一 图 柱 形 水 桶 , 高 工 ,5 米 , 底 半 径 0.4 米 ,水 的 高 度 为 1.2 米 . 求 
水 对 桶 壁 的 压力 . 

三 、 求 变 力 所 作 的 功 

1. 弹簧 所 受 压 缩 的 力 与 压缩 距离 成 正比 , 即 了 二 hx(%>0 为 比例 
常数 )， 现 在 弹簧 由 原 长 压缩 6 厘米 , 问 需 作 多 少 功 ? 

2. 半径 为 7 米 的 半球 形 水 池 灌 满 了 水 , 要 把 池内 的 水 全 部 吸 尽 , 需 作 
多 少 功 ? 

3. 如 图 全 58， 有 一 - 横 截面 积 为 8:=20 米 2， 深 为 5 米 的 水 池 , 装 满 了 
水 , 要 把 池 中 的 水 全 部 抽 到 高 为 10 米 的 水 塔 顶 上 去 ,要 作 多 少 功 ? 


10 26 


E] 4-58 
4， 有 一 圆锥 台 形 的 桶 ， 盛 满 了 汽油 ， 桶 高 为 3 米 ， 上 、 下 底 半 径 分 别 
122. 试 求 将 桶 内 汽油 全 部 吸 尽 所 耗费 的 功 。 《汽油 的 
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比重 y=0.8 nb 7&9.) 

. 试 计算 把 一 颗 人 造 地 球 卫星 发 射 到 远地点 ， 克 服 地 球 引力 所 作 的 
Ij. 卫星 质 量 为 173 于 克 ， 远 地 点 离 地 画 2384 公里 ， 地 球 半径 为 
6371 AE, 

”网 市 电 小 球 ,中 心 相 距 为 7, 各 带电 荷 q1 及 9， 其 相互 作用 力 可 由 
库仑 定律 = 如 入 (为 常数 ) 计 算 ， 设 当 1--δ0 厘米 时 , F=20 


克 重 , SHREKA r=75 厘米 变 为 +=100 λε, K F EE 
Zn. 

， 一滴 雨点 , 初始 质量 为 M, 受 重力 作用 下落 ,等 速 藻 发 ,每 秒 损失 的 
质量 为 m。， 试 求 雨滴 自 运 动 开 始 到 完全 蕊 发 为 止 , 重力 所 作 的 功 ， 
.半径 为 + 的 球 沉 入 水 中 , 与 水 面相 接 ， 球 的 比重 为 1， 问 将 球 从 水 
中 捞 出 , 需 作 多 少 功 9 

四 、 求 引力 

， 设 有 两 均匀 细 杆 ， 长 度 分 别 为 1 l 质量 分 别 为 m, m, EN 
十 同一 条 直线 上 , 相 邻 两 端点 之 距离 为 gc。 试 证 此 两 细 枉 之 间 的 引 
力 为 


F= LM qq. (a h): (a 1η) al ΕΝ 
laeda com a Ca tlitt) (G 为 引力 常数 ). 


有 一 均匀 细 杆 AB, 长 为 1, 质量 为 履 ， 另 有 一 质量 为 的 质点 C, 
位 于 过 44 点 且 便 直 于 细 杆 的 直线 上 , 40=h。 试 计算 细 杆 对 质点 
的 引力 . | 

. AR 1 MIF AB, 均匀 带电 ,总 电 最 为 @， 在 杆 的 延长 线 上 ,中 
杆 近 端 和 为 vo 处 ， 有 一 单位 正点 电荷 ， 求 这 单位 正点 电荷 大 受 的 
EJI ( 即 电 场 强度 )， 并 求 单位 正点 电 葵 在 杆 的 延长 线 上 由 距 4 
Hu73 a 处 移 到 距 4 端 为 6 处 时 , 电场 强度 所 作 的 功 . 


. ARR r SAA, 质量 为 双 。 求 它 对 位 于 图 心 处 的 单位 
质量 质点 的 引力 ， | 
五 、 转 动 惯量 


”有 一 均匀 细 杆 , 长 为 1 质量 为 1， 试 计算 细 杆 绕 距 其 一 并 为 二 1 
处 的 旋转 轴 旋 转 的 转动 锅 量 ， 


2， 质 量 为 M, 边 长 为 的 正方 形 均匀 薄板 绕 它 自己 的 一 条 边 族 转 , fh 
速度 为 w， 求 薄板 的 转动 惯量 及 转动 动能 . 

3. 有 一 均匀 圆 环 ， 内 直径 为 Di, 外 直径 为 Ds, 质量 为 M, RATX 
于 过 中 心 点 且 与 环 面 垂直 的 轴 的 转动 惯量 

4， 公 有 一 均匀 圆 形 溥 板 , 半径 为 a, REJM, 求 它 对 于 一 — SIR 
相 切 的 轴 的 转动 惯量 ， 

5， 有 一 均匀 的 圆锥 形 陀 螺 , 质量 为 14, 底 半 径 为 如, 高 为 如 试 证 明 陀 


曝 绕 对 称 轴 的 转动 惯量 为 一- MP 


6. 设 有 一 均匀 圆柱 体 , 8823 h, 底 半径 为 a, 质量 为 好 ， 求 它 关 于 其 对 
” 称 轴 的 转动 惯量 

?7， 人 设 有 一 空心 圆柱 体 ,高 为 内、 外 半径 和 名 为 +, 800, R20), f 
密度 为 c。 求 此 柱 体 关于 其 对 称 轴 的 转动 惯量 . 

六 、 求 平均 值 ,有 效 值 

1. 交流 电压 u= U, sin wt 经 半 波 整流 后 的 电压 在 一 个 周期 内 的 表达 
AN 


. IT 
U „an Qi, θ-ἰ--- 


aja w/w ὕπ/ω ἀπίω θα/ωι θπ/ώ 


4-59 
试 求 半 波 整 流 电压 的 平均 值 及 有 效 值 
2 交流 电压 “一 Do sin wt 经 全 波 可 控 整 流 ， 当 触发 角 a= — 时 , 输出 
电压 为 
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$£— 
. στ συ 
U m Sin ot, > SiS. 


求 此 电压 的 平均 值 及 有 效 值 ， 
3， 求 矩形 脉冲 电流 
i- a, θκίκο 
oxi T, 
”的 平均 值 及 有 效 值 ， 
4. 交流 电压 如 图 4-60. 所 示 , 求 电压 的 平均 值 及 有 效 值 。 
5。 求 周期 为 了 的 三 角 疲 的 平均 值 及 有 效 值 (图 生 61). 


Ë — 
' Í : 
.. 
| | | 
1 d . 
VIT ΕΤ j @ 
| | 
το : 
Fi 
=EL LL LL. 
E 4-60 图 46i 


6. 电阻 电容 串联 电路 接 到 电压 为 V=V 2 U, sinot 的 交流 电源 上 ， 

电路 由 电流 为 
¿= / 2 I, sin(ot+ oy, 

求 这 电路 消耗 的 平均 功率 。 
七 、 其 它 问题 

1， 有 一 不 均匀 细 杆 , 长 度 为 10 米 , 杆 的 线 密度 为 = 二 0.3z+6 ( 干 克 / 
3, 其 中 为 点 到 细 杆 一 端 之 距离 ， 求 杆 的 质量 ， 

2. 有 一 抛物 线形 拱桥 , 拱 高 2 米 , 底 宽 4 米 . 设 水 的 流速 为 ORD), 
kk IH AE KARAR, 每 秒 流 过 的 水 量 )， 
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Ej 4-62 


3. 油 类 通过 油管 时 , 中 间 流 速 大 , REEE, 流速 越 小 ， 由 实验 知 ， 
某 处 多 流速 v 和 该 处 到 管子 中 心 的 距离 + 有 关系 式 
v=kl r, 


其 中 为 比例 常数 , a 为 油管 半径 ， 求 通过 油管 的 流量 。 


图 4-63 


75 Vg ΞΕ / 28 


本 章 讨论 了 定 积分 的 几何 应 用 与 物理 应 用 ， 在 这 些 实际 
问题 中 ， 所 要 求 的 都 是 某 个 非 均匀 变化 的 整体 量 ， 在 解决 这 
些 问题 时 ， 我 们 采用 了 微 元 法 。 微 元 法 的 思想 是 先 求 整体 量 
的 微 元 , 再 求 整体 量 . 也 就 是 先 在 局 部 范围 内 ,“ 以 不 变 代 变 ”， 
写 出 微分 式 ,然后 , 再 将 微分 式 求 定 积分 ， 它 反映 了 无 限 细 分 
与 无 限 求 和 这 两 个 步骤 ， 对 于 非 均匀 变化 问题 ， 这 是 求 整体 
量 的 普遍 方法 . x 
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在 以 上 两 个 步 双 中， 关键 是 第 一 步 ， 我 们 根据 对 实际 问 
题 的 分 析 所 写 出 的 微 元 dA, 必须 是 局 部 量 44 的 主要 部 分 . 

怎样 验证 凭 经 验 写 出 的 d A 确实 是 ΔΑ 的 主要 部 分 呢 ? 
我 们 不 能 作出 一 般 性 的 回答 ， 但 是 对 于 个 别 问题 ， 有 时 可 以 
检验 不妨 以 前 面 物理 应 用 中 引力 问题 的 例 7 为 例 来 加 以 说 
" 

TEB ἈΚΗΘ 35 — ΣΕΝ, RHSATIDA κ 


_ . GM-m 1 | 
GE = f (w) de =— 1— CT dæ, 


它 是 不 是 局 部 量 ΔΕ 的 主要 部 分 呢 ? 是 的 ， 我 们 可 以 这 样 来 

小 段 细 村 [5，s 十 dv] 的 左 端 点 8 十 dw 与 质点 % 的 距离 最 
远 (图 4-64)， 因 而 把 小 段 细 村 的 质量 看 成 集中 在 这 一 点 时 ， 
它 对 质点 的 引力 了 (wdw) «de 最 小 ; 同 理 , 若 把 小 段 细 杆 的 
MEAR PEHI e 处 时 , 则 它 对 质点 加 的 引力 f (a) dw 
最 大 , 我 们 在 那里 , 正 是 用 它 来 作为 dE BJ. 然而 ,实际 的 引 
JJ AF 应 谱 介 于 这 两 个 值 之 间 , FJ 


x + dz | à 
r — i - μι m 
4-64 


f (ed-do) da « AF — f (v) «do, 
ES lid 
Qc f (v) dz — AF «f (a) -dz— f (m+ do) * da, 
Ë 
' 0 一 Fo «de — AF «[ f (z) --Ρω--ἀα) 1 do, ` 
因为 yj(o) 是 的 连续 函数 ,所 以 当 de->0 时 ,有 κ 
Γ(α) --Γ(ω--ά9)-20. 《连续 性 定义 )， 


πο ο — 


从 而 
LEG) - fonda) «de. f (e) — f (e--de) —0(34 de0), 


也 就 是 说 , [f (ο) — f (e-- de) ] -de 是 dw 的 高 阶 无 穷 小 , 即 
[f (&) —f (G+ do) ] de =o(da), | 
因此 有 
0c f (r)de — AF «o(da), 
于 是 得 到 
fw ἆα -- AF —o(dz), 
AF = f (@ dæ +0 (de). 
这 说 明 dF = f (z)de 确实 是 AF 的 主要 部 分 
但 是 , 在 我 们 解 每 一 个 应 用 问题 时 , 一 般 说 来 , 这 样 的 验 
证 是 困难 的 , 也 是 不 必要 的 .我 们 只 要 根据 问题 的 实际 情况 ， 
仔细 分 析 , 在 局 部 范围 内 , 抓 住 主要 因素 , 列 出 的 微分 式 多 半 
就 是 正确 的 ， | 
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Á 
第 五 

广义 积 

前 面 四 章 所 讨论 的 定 积分 | ,7F(c)am， 有 两 点 是 共同 的 

O BAR a, 5 是 有 限 数 ; @ AREAS OER M [α, 0) 上 

是 有 界 的 ( 见 第 三 章 第 一 节 第 五 段 一 -关于 函数 的 可 积 性 ). 

但 是 , 在 我 们 进一步 研究 一 些 理论 问题 或 应 用 问题 时 , 往往 会 

遇 到 函数 在 无 穷 区间 上 的 积分 以 及 无 界 函 数 在 有 限 区 间 上 的 

积分 ， 因 此 ,需要 我 们 将 定 积分 的 概念 分 别 推广 到 这 两 方面 ， 


Jis ARARA RAT, 统称 为 广义 积分 。 下 面 , 我 们 分 
两 节 进 行 讨论 ， 


第 一 节 59 Ws 


1.1 无 穷 积 分 的 定义 


在 第 四 章 第 三 节 例 5 rh, 我 们 惫 计算 过 将 质量 为 m 的 火 
箭 自 地 面 发 射 到 离 地 面 高 度 为 及 处 所 需 作 的 功 
(ne Mm . 1 1 
ο G dro ngR "m 32) 
其 中 g 是 重力 加 速度 ， ΝΕ. 
为 了 使 火箭 脱离 地 球 引 力 范 围 (此 时 办 > 十 co) 所 需 作 的 


7j] Jš: 


Rh . m. 
= lim W= tim | g M m dr 
h— ου hħ>+ JR T 


_ (1 TAN 
Jimmy) noB. 


ο Φα b= +h, 则 思 -> 十 ce 相当 于 -> 十 co， 于 是 上 式 
可 瑟 得 条 单一 些 ， | | 
W= lim | e M - 
R 


E> too, 


dr —mgR. 

很 自然 ,我 们 把 lim | G itm dr 写作 | 
称 为 无 穷 积 分 ( 即 无 穷 区 间 上 的 积分 )， 在 这 里 ， 积 分 区 间 虽 
是 无 穷 的 , 然而 积分 值 却 是 一 个 确定 的 数 , 表明 把 火箭 送 到 无 
穷 远 处 所 需要 作 的 功 是 有 限 的 . 

对 于 一 般 的 函数 f (e), 我 们 有 下 面 的 定义 ， 

定义 1 设 f(w) 在 [a, 十 cc) 上 有 定义 ,并 且 对 于 任意 数 
{8 5(57a), f (v) 在 有 限 区 间 [c, 8] 上 可 积 , 如 果 当 δ--»--οο 
时 , 极限 


Mem 


17 lim fds | = ο 


存在 , 那么 ,就 称 无 穷 积分 | Code 是 收复 的 ， 并 且 定义 它 
BE I, B 
| f) dz— Him | f()dz- 1. 

如 极限 lim | f(z) do 不 存在 , 那么 , Reo [f do 
ΚΑΚΗ, 这 时 , 它 只 是 一 个 符号 , 而 不 表示 数值 

无 穷 积分 | “f a)de 在 几何 上 表示 什么 呢 ? 

与 定 积分 的 几何 意义 相 类 似 ， 当 (2) > 0 时 ， 无 穷 积分 
|; Fede 可 以 看 成 是 由 曲线 y=f(w) RAR ena, y- 0E 
转 成 的 向 右 无 限 伸展 的 平面 图 形 的 面积 (图 5 长. 当 积分 
J, f (de 收敛 yi Bak, 当 积 分 | γώ da Ἡ 
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- ST 04 
1 


γ΄, ο 
7 


2 ⁄ | | 
| - | “0 πο. ， 
`. E 51 
则 表示 这 块 面积 为 无 穷 大 ， u x 

* f) Ela, 十 co) 上 有 正 有 负 ,积分 |” fo) ded 
何 上 表示 什么 ?请 读者 考虑 . | 
[1 “讨论 无 穷 积分 | 二 二 -dz 的 收敛 性 ， 0 
解 ， 先 考虑 定 积分 
ο Το 
然后 由 无 穷 积分 定义 ,有 


b 1 - 
J — (Io: = arc te x | = arc ig 5, 
.0 


- 


Te 1 Ν J 5 1 | x | | i - 


0 b— +° 


因此 积分 | Lu de 收敛, CDS. 
[0] 31 讨论 积分 |， dz 的 收敛 性 . 
解 ， 先 考虑 定 积分 

| dz (679), 
由 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 , 有 
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Ῥ l ^ 1 
Jj cz (In z)? dee] (In αν) d In v) 


og aO. 
Ihng 6 | Ίπ ó ° 
然后 , 3 b—>+ co, 得 到 
"a de= lim | — q 
|. (Ins)? = lim | c (1n z)? ú 
EET _— 1 \ 10a 
= lim (17315) ο 
m 1 
ο | rs de ον 


[53] 讨论 积分 
| e sin bzd> Fi κ 
的 收敛 性 . 
解 ， 由 常用 积分 表 , 查 得 e "sin bz 的 原 函 数 为 


_ € **(a sin be+ b eos bz) 
a? +b? : 


o 


e προς bzdo (a>0) 


αμ... 


te ara -42 ( asin bæ+ δ cos b 
|”; “antaqa = — €“ lasin bot boos ba) 
T ar e “(b sin bz —acosbc 


19ο b 
0 a? --- b2? 
+9 a 


ο qb 
[9 4]. WER | sinede | cosade 的 收敛 性 . 


H. 对 于 积分 | sin waw, 考虑 


b 
| sin was = — cos η; 
0 


` =1—cosb, 
当 0 一 十 ce Bf, cosb 没有 极限 ,因此 1 —cosb 没有 极限 , 即 无 
一 2E74 一 


穷 积 分 | sin edat 
F, 积分 | co: cda A WC, 


[f] 5] 证明: 无 穷 积分 
NES dz (a>0) 


当 卫 > 工 时 收敛 , 其 值 为 -5 二 ,ai 当 P<1 时 发 散 ， 
【证 】 4 P>1, 则 了 一 1>>0, 于 是 x x 
| do 一 lim |. — da = lim | v 24 
b roo 


ó 4 m? b— + eo 


L lim 1 | 1 _ 1 ] 
6 >+ 1 --- P 02” ap 


1 —p+1 
= pa — + -Ρ ΕΙ M 


1 (o— 1 )= Í ， 1 
1— P ασ} P—1 απ 
当 P<i, 则 1 一 P>0, 于 是 
+% 1 b 
| — de = = lim | z Τζ = Jim 


Ἐπ [biat] = +eo, 


b— Teo Του 一 

当 P=1, fj 

NE l s= NE l e= lim {1 ge 

0 0 bato Jú οὗ 
-- πο πια] = Jim [In —Ina] = 9ο, 
-+ + >° 

Re 1 
EH, 积分 | -y 19 


当世 > 工时 收敛 , 当 二 入 工时 发 散 ， 1 
以 上 我 们 定义 并 讨论 了 无 穷 积分 


| "f G)da 
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的 收敛 性 ， 同 样 , 可 以 定义 Fo) EKR (oo, 0189 7525143 
以 及 flw) 在 (一 co 十 0) 上 的 无 穷 积分 . 

定义 2 HIO) 在 无 穷 区 间 ( 一 2, 5] 上 有 定义 ,并 且 对 
于 任意 数值 a(a<b), f (o) EA R E la, ó| ΕΠΙ, M 
q— — oo RJ, ÆA BR 


lim | γα) άο (2) 
存在 , 则 称 无 穷 积分 | Fo)dz SETETE Μπ 
lim f()de, — 

mo furi nefas 


车 极限 (2) 不 存在 ,就 说 无 穷 积分 | Sde 是 发 天 的 ， 这 时 
它 不 表示 数值 . 
定义 3 f(w) 在 区 间 (一 so， 十 ce) 上 的 无 穷 可 分 定义 为 
| f "(ada f ao 六 f (a) da, 
其 中 。 为 任意 实数 . 当 上 式 右 端 两 个 积分 都 收敛 时 , WA 
积分 | f(zw)dw Jok Bg, BR, 它 的 值 并 不 依赖 于 数 ο 的 选 
择 ， 当 右 端 两 个 积分 有 一 个 发 散 , 则 称 | ”了 (2)dw 是 发 明 的 ， 
[616] 讨论 积分 | ede 的 收 生性 
解 ， 考 虑 积分 
[ρω m [e 
自 无穷 积分 定义 ,有 
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Ü Ü 
| eda = tim | e*da 
4J --οο (D-»-—o5 Jg 


t 
= lime? | = lim [6--ε] --ρ5--0--ϱ”, 
(L - y — °> a ασ --- 


因此 , 积分 | edo 收敛 ， 而 当 -> 十 co B, 
| ea 一 6 一 6 一 > 十 co， 

Bus ¿de 发 做 ， 从 而 积分 | “da sti 

以 上 我 们 根据 定义 , 初步 讨论 了 三 类 无 穷 积分 的 收敛 性 . 
1.2 无 穷 积分 的 简单 性 质 

以 下 讨论 ,我 们 将 只 对 型 如 | Ode 的 无 穷 积分 进行 
全 部 内 容 不 难 类 推 到 积分 | SO dz 和 | fode Ex. 

从 定义 知道 , 无 穷 积分 | ，fa)dz 实 际 上 是 变 上 限 的 定 积 


分 b 
10) =| f G)da 


M FEB 0 一 十 ce 时 的 极限 ,因此 , 它 是 一 种 函数 极限。 根据 极 
限 的 性 质 , 不 难 推 出 无 穷 积分 的 如 下 简单 性 质 . 


D 积分 | Fe)do 与 积分 | Go) deli ci RI Ἃ 
散 (这 里 > 为 任意 数 ), 并 且 当 积分 | fG)de ictus, A 
κκ. | . 
| f (da = [f Gd | Foda, 
Q E| fG)de kok, b orto Wl | kf (oda 也 收 
$c 3 Β 
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[ kef (ade — 1 | Fæ dz, 
(8) 35 | Ede | a Gode Bulat, M 


| UG) go) de 


三 LFo) 寺 IO)jadz= | 7 (adet NE (z) da, 


1.3 无 穷 积 分 的 收效 性 判 列 法 

以 上 我 们 讨论 无 穷 积 分 的 收敛 性 都 是 根据 定义 进行 的 ， 
即 先 求 定 积分 , 然后 取 极 限 ， 但 是 , 必须 指出 ; 这 种 做 法 有 局 
限 性 , 因为 只 有 对 于 一 些 比 较 简 单 的 被 积 函 数 , 才能 写 出 它 的 
原 函 数 , 并 且 进 一 步 讨 论 其 极限 。 在 许多 问题 中 , 这 种 办 法 几 
乎 很 难 进行 , 更 不 用 说 原 函数 不 是 初等 函数 的 情况 了 . 因此， 
需要 有 一 套 判 别 无 穷 积 分 收 伍 性 的 方法 ， 下 面 介绍 几 种 常用 
的 判别 法 ， x 

(1) JES (Cauchy) W 9. a BB, 

根据 函数 极限 的 柯 西 收敛 原理 , 我们 有 相应 的 


定理 1(Cauchy 收敛 原理 ) 无 穷 积分 | SO) dz IR 


的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 给 定 的 670, 都 存在 B{8>a)， 
使 得 只 要 02 5,7 D, ΠΒ 


IN f(e)de| <e, 
[证 】 记 mM 
1(5) = | f Gd. 
我 们 知道 ， 无 穷 积 分 | fO) dz 是否 收 剑 ， 取 决 于 极限 
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lim 1 (0) 是 否 存在 ， 而 极限 lim 了 (5) 存 在 的 充分 必要 条 件 
”是 . 对 于 任意 给 定 的 s>0, 存在 B(B>a)，, 使 得 当 δὲ» δι» 
时 , 恒 有 
| ΙΙ (09) 一 了 (0 |<, u 
πι 105-102-|'fG)dz— | f Gd 


G 


G 


ο ο κας 


于 是 定理 得 证 ， 1 
这 个 定理 的 含义 很 清楚 , 要 想 一 个 无 穷 积分 | S Ode 


£X, AURI Η H ΠΕ f e) 在 任何 充分 远 处 不 论 多 人 么 长 的 一 段 
L, 定 积分 的 绝对 值 可 以 任意 小 . 


推论 设 | 7(o) dz 对 任何 5(6>a) 存 在 ,上 且 | Uf) ldo 
收敛, 则 | f de 收敛 


GE] 由 | FG de 收 全 ,根据 定理 1 A 
X T4846 0, FEB (B2), WRA bo b BI, EA 
fto) do «s, 


因 057751, WA x 
[IFO lde<e, 
又 因为 | Fade 对 任何 3G6>a) 存在 ,所 以 积分 | Edoti 
在 于 是 由 第 三 章 第 二 节 的 性 质 δ. 有 
| ædel < | laz<e 
5 参见 第 三 章 第 三 节 第 二 各 1 (第 157 页 ) 的 脚注 。 | 
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Bp | fae| <e, 


由 定理 二 ασ, 1 


EXKI MESE) 在 任何 有 限 区 间 [o b] 6 > 
Q) 上 可 积 ,并且 积分 


| MfG) |da 
KA, 那么 ,我 们 称 积分 
ΝΟΣ 


是 绝对 收 化 的 。 此 时 , 也 称 函数 了 Cw) EEREN [a 十 ce) 上 
绝对 可 各. 
EE, 上 面 的 推论 可 以 叙述 为 绝对 收敛 定理 ， 


如 果 积 分 | Ode, WA, EBEA. 
但 是 ， 反 过 来 并 不 成 立 ， 也 就 是 说 ， 从 | 了 (2) dz 的 收 全 


性 ,不 能 推出 | ，|7(c) lde diit. Pin. 积分 


te sine 
("sno a 
0 


1; 
是 收敛 的 , 但 是 积分 
{Γ [sin c! 15 
0 化 
却 发 散 ( 见 后 面 例 10), 这 一 点 与 定 积分 不 同 , 对 于 定 积分 ,从 
| fend 的 存在 性 , 必 能 推出 | 17(e) de 存在 (参见 第 三 章 
第 二 节 性 质 5 的 脚注 ). | 


ARAL Fede 收敛 ,而 积分 | O) lde 发 散 时 ,网 
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inttr 


称 积分 | (de 是 条 件 收效 的 。 例 如 ; Τό) | στη de 


条 件 收敛 的 . 
(2) 对 于 非 负 的 被 积 函 数 , 我 们 有 
定理 2 如 果 对 于 % 之 a， 有 不 等 式 
f(2)20 | (3) 


那么 , 无穷 积分 | 了 (wm)dz 收敛 的 充 要 条 件 是 : 积分 | f Gd 
对 于 一 切 ba) 是 有 界 的 

[证 】 积分 | SE) de 是 否 收敛 取决 于 极限 im 105) -- 
Jm [' fe)de EREE. S f@>0, 因而 10) = | F (de 
是 5 的 单调 上 升 函 数 ， 由 单调 函数 的 极限 存在 定理 ， 知 极 
ΠΕ lim 了 (8) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 (8) 2 0 的 有 界 函数 , Bl 
jf(w)aw 对 于 一 切 5(6>a) 是 有 界 的 ， 于 是 证 明了 定理 ，3 

说 明 不 等 式 (3) 只 要 对 于 充分 大 的 2 成 立即 可 , 这 是 因 
为 无 穷 积分 | (do 的 收敛 性 只 与 被 积 函 数 在 自 变量 充分 
大 时 的 值 有 关 ， 

定理 3 (比较 判别 法 ) 

WRH ea 时 , 有 不 等 式 

0<f(e)<g(@), 

那么 


GA [^g (e) de 收敛 ,可 以 推出 | 了 (zw)dw kat, 
QA [^ fG0do cic, 可 以 推出 | goda sett 
GE Gun ede 收敛 , 由 定理 2 积分 
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Γ 9 (c) ἀῶ 


对 于 一 切 8(3>>a) 是 有 界 的 , 即 存在 常数 M 20, 使 得 对 子 一 
切 6(5>a), 有 
| [o (ode M. 
ES Ox f (a) «g(a), 所 以 
| #@)ae< | (doc u, 

即 积分 MO 
HTH 502) 有 界 , 从而, 由 定理 2 知 积分 | f(e)de 收 

O 假设 | red 发 散 , MES godes. mE 
法 ， 若 | (de 收敛 , 则 由 结论 了, 知 | (άν bk, 从 
而 与 假设 相 矛 盾 ， 因 此 , | gode 发 散 ， 3 


“πε BE 2 的 说 明 类 似 , 不等式 
Ox f (e) <g(@) 

只 要 对 于 充分 大 的 2 成 立即 可 。 

[B] 7] 讨论 概率 积分 

| + "da 

HJ SY PE, 

AW. ΔΆ r>1 BF, 8 ολα, Ji ese, 因此 
er se 一。 而 积分 | ea 一 二 是 收敛 的 ,于 是 由 定理 3, 积 


B], «-”ἀοίκϑι, RE hb it, P opu [eda f ede 
+ | e dz τος, 
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Too 
1 


(6161 IERA |, -ᾱ de 的 收敛 性 
解 ， 由 洛 比 达 法 则 , 知 当 z— +o 时 , 有 -所 -> 十 co。 因 
此 对 于 充分 大 的 必 有 


e? 
7» 
e 1 ε 1 
从 而 wi c zg ZT 


而 积分 |， 二 dz 发 散 ( 例 5)， 因 此 ， 由 定理 3， 知 积分 
| de, 


1 g? 


[219] 讨论 积分 |， S5*asm| 522 οσα 


1 


H: 显然 ,有 不 等 式 
snc! sin zl 1 
z | 一 Z SZ 


MAAS, v1 Ik ΑΚ (ΦΙ δ), AT ES, 11122 


[iel awig, mm, 55 as dodi oc. B, 
J t> sinc 


7 de 收敛 (定理 1 ΕΘ}. 
同 理 ， M COST de 收敛， 


Ὁ 


[210] 证 明 积 分 [55 ἂν ka Io Axio (Bl 
J, EE as 是 条 件 收敛 的 ). 


o ο 
po 
[证 】 Ὁ kE) EE deii μι. 
+e sinc - sm z te sing 
|. BRE dae] #meas+| c 42, (4) 
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右 端 第 一 项 是 通常 的 定 积分 ,因此 , FU UEBI SS — ph 


gam a 
| sino, 
1 “h 


是 收敛 的 ， 即 极限 im | 5. dz 存在 


由 分 部 积分 法 , 有 
jt ae- ae 


b b 
Sq eos v 
-----. -| ;— dæ 
Η 1 1 th 
Gos b bd cosg 
= ços Í —-——— — — do, 
b 1 € 
M 5-> 十 co, 有 
+e sin m . fV sln 3 
A. de= lim | —. dæ 
1 出 b>+% yi Ὁ | | 
b 5 cog m 
bo b 1 QC 


于 0 
eos 化 
-cos 1—0- Í SP de, 
1 € 


2 


Bao, paf 957 avito pu, |, 577 dst 
© 再 证 | πε ΒΗ. 
WER, 知 只 须 证 积分 


L sin Ὁ] dos 

1 Z 

AB. 因为 lsin e| «1, 

所 以 Ising} *|sinze! < 'sinz! «1, 
即 sin?v« |sin æj, 


从 而 对 于 el, 有 
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ν 2 | * Ñ ` 
sn^z < Ising] (5) 


c 2 
容易 证 明 积 分 
te sin ĉe ,  (**1-—eos2c 
J 1 g da -| 207 da (6) 
发 散 ， 事 实 上 , 假设 积分 (6) 收敛 ,那么 , 由 于 积分 
T> C08 20 ,- 
|. 2 da | Uu) 


收敛 (证 明 同 | #22 da), 由 性 质 3, 积分 (6) 与 (7) 的 和 ,也 
就 是 积分 
Lx da 
1 2c 
应 该 收敛 , ΣΧ TE dE SLE δ). 因此 ,积分 (6) ARE. 
再 由 不 等 式 ( 四 及 比较 判别 法 , 知 积分 


MEN 
| |sin g| da 
i Z 


ΑΝ. 
ΕΤ | 9 dw ΜΗ ΗΡΙ oasis 
fi. 1 
定理 3 《比较 判别 法 的 特殊 情形 ) 
Μα ΧΜ, 车 有 不 等 式 
Ox }ίω)----- (a>1, ο 为 常数 )， 


e 
则 积分 | f@)de Go) 
σας: 
当 z 充分 大 时 , 若 有 不 等 式 
;ω)Ξ--- (ας1, c>0 为 常数 )， 


(7 
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则 积分 (fae (a0) 


发 散 . 
GEJ) 由 定理 8 及 例 5 即 可 证 明 .。 1 
定理 3' 虽 是 简单 而 明显 的 , IH 2 Eun Tm fo κ 


R5 tc eati. σία) 7 —; 对 于 我 们 具体 作 题 有 一 定 的 
启发 性 . 
[M 讨论 积分 「 uy de teus. 


解 ， 由 于 x% 宇 3, 因此 有 不 等 式 
2243. 2o 2c 2 
Jeo 7-5 > -“ 
再 由 定理 3 ， 知 积分 . 


+o θη 
| A/ a? --ὂ de 
发 散 ， 
定理 4 (比较 判别 法 的 极限 形式 ) 
对 于 非 负 函 数 j(c) K 900" 
(m 
lim 75 =h 
则 有 结论 : 


Q 当 0<I<+co 时 ,积分 [六 fode 与 积分 |，9 (de 
同时 收敛 或 同时 发 向 M 
© x 1-0nf 从 积分 | ὁ (ο) de icio TDBB 


[7 FO aw 也 收 全 
© 当 !- 十 co B, 从 积分 | 9(o) de 发散 ,可 以 推出 积分 
v) 只 需 当 z 充分 大 时 ,有 了 (2) 之 0, 900279. 
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|” ayq RR. 
GE] O Ἡ ἥπι f res = 1, 1>0, 则 对 于 给 定 的 正 数 s= 
> , 必 存 在 某 个 mo (Go >a), 使 得 当 G> mo 时 ,有 


fo 1] 1 

p) | < 
πο 

ERU NE 


iff g (e) ΕΤΕ, 故 
- 9 (ο) <f(a) --ἴ-ϱ(ϱ) < i50, 
BI 34 ce 时 , 有 
— 9 (a) < f (a) <S tgo), (8) 


πιο μοι μ.ο 
S CER, 2), 于 是 根据 不 等 式 (8) KAWEA, A 
[7 (de Mic AS f (do bk, 


当 | gode 发 散 , 则 | gode 从 而 | Z -geda R 


Ë, 于 是 根据 不 等 式 (8) 的 左 端 及 定理 3， 知 | Ode Rik, 
从 而 | fæ) az 发 散 . 


这 就 证 明了 积分 | fede 与 | gdo 同时 收敛 或 同 
时 发 散 。 
Q 当 lim στο -L- 0 MATARREN 9-1, BEH 


ium 


A cna), E1824 vo, 时 ,有 


f (z -0-2 LL <1 
g) 
m SfM φίω) 恒 正 , 因此 , 34 - "n 有 

O</(e)<g(e@). (9) 


当 | go deiecit | ^ ade t, 于 是 由 定理 3 及 
RERO), M| f (do 收敛 , 从 而 |，7 @)de Kx. 
© 当 lim £L. oo, AETERNA ease), {818 


go gir 
当 v0, 时 , 有 ΝΠ 
m 
Y — —7 1, 
而 g(c) E IE, ls oo. 时 ,有 | 
f@) >g @). (10) 


xs [^ gado 发 散 , 则 | ^ Gode 发 散 ,于 是 由 定理 3 及 
不 等 式 (10) , 知 | “Co)dz 发 散 , 从 而 |，7(o) 发 散 ，】 
定理 和 设 当 Hk, ASOS, 又 
imao = ia fira 


» 1 (X 9 
(z) 
则 有 结论 ， 
(D 190 «ἱ«--οο, 则 当 a>1 时 ,积分 
[άν 


W S; 当 axi 时 ， 祝 分 | 
| fa 
Q 若 1=0, 则 当 wa> 工 时 ,积分 
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[ (9) 4ο 
收敛 | 
© 3 1= eoo, Rit a<1 时 ,积分 
|. fd 
RR, 
[证 】 出 定理 4 及 前 面 例 5 即 可 得 证 。 1 
定理 4 的 结论 @ 也 可 用 无 穷 小 量 的 语言 来 叙述 。 由 条 
M | 


m d τ, oic, 
| 化 
κ Λίο) 与 (二 ) Eeto 时 是 同 级 无 穷 小 , ΒΝ jz) e o 
+ co 时 ,是 关于 二 的 a 级 无 穷 小 ， 结 论 @ 是 说 
当 -> 十 co BJ, 与 二 相 比 较 , 者 f (e) 是 高 于 一 级 的 无 穷 
小 ， 则 积分 oe E 
[fede 
收敛 ; 当 f (e) 是 等 于 或 低 于 一 级 的 无 穷 小 , 则 积分 
| rey 
Ait 
; T Te 1 | 
[2113] 讨论 积分 || p e ΔΙΑΜ. 
x oH 1 d. 
οσο. 
由 定理 4' 6D, 知 积分 


[ea 
1 Væla ti) (4-2) T 


ik. μα 
[219] 积分 |，sin -去 de 是 收敛 的 ， 这 是 因为 


lim 
i-o 1 
"e 


iig 积分 | 2927 dw 是 发 散 的 ,这 是 因为 


im 29187 /Ἰ /2. 
o / € 


geo 


[2115] 积分 [oresdw 对 任何 固定 的 数 a 是 收 合 
的 ， 这 是 因为 对 任何 a, 都 有 


Mp ? . g 


Im d. - ium e" ο 
[p 16】 Μην 
jk X k=l, 则 积分 为 
[ ass 
+, 
2 cinc 


容易 由 收敛 性 定义 直接 判断 它 发 散 ， 因 此 , RURSUS 62 1 
k<1 的 情形 . 
根据 定理 人, 考虑 极限 


Jim z** = lim ——- 
r— +c mk lnc qo lng 


在 第 一 种 情形 ， 由 定理 全 之 @, 知 当 a>1 从 而 《> 时 ,各 
分 


qu Γ , 当 k>a; 
Lco, M k«a, 


+o 1 . 
|. Jing 22 


收敛 ， 在 第 二 种 情形 ， 由 定理 由 之 @@， 知 当 a<1 ATP Ee 
Hj, 积分 
T° 1 
f, c"ln æ de 
BEC 
综合 起 来 , 得 到 结论 
SUM — dz 当 有 > 工时 收敛 , 当 k<1 时 发 散 . 


jj E 一 
1。 求 下 列 积分 的 但 : 


(1) [ ds (2) M (A0): 
D [ue 6-0: 0 [tula (5-0; 
i ερ 259m. | 1 ° 
(5) NE e * dz; (6) MEE — sin z 5 

dx + uii 1 * 
D | T & | ταν dn 
(9) |. = dz; (10) J arerio 多 为 正 整 数 )， 
2. 讨论 下 列 积分 的 收敛 性 ; 
Ίο 3 có 
D | = = Q [zd 
> 1 f T° — g?dx 
D [may d v9 jo ZZ 
dz +o Sng 
© | === € [m an 
(7) N Pw dz; (8y N z sin zdz 
(9) i — dz; (10) | ig 与 dx 


8. ΠΗ, 无 穷 积分 
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MOLT [reas 


闻 时 收银 或 同时 发 散 , 其 中 c> 2 为 任意 数 . 
4. 证 明 ; UE f (2), σία) 在 任何 有 限 区 闻 La, b1(57 0) ENR, ΤΠ 


roum Podi mm [Uo «(ἂν m 


[Ere es Go Par iicet 
5， 证 明 分 部 积分 公式 对 于 无 穷 积分 也 成 立 : 
MOLTO ORIO 一 | edt] 
( 当 式 中 各 项 都 有 意义 时 ). 其 中 uC eo) v GE or) GRECE 
limu) "vlz)， 并 由 此 证 明 : 积分 | 
ΓΞ dr 


E. 


0 “s 


te sing > 

9, ΕΤ $57 αν, 

6. FO) 的 图 形 如 图 5-2 所 示 , 问 积分 | fCOde 及 | f G) az, 
ΙΟΣ ilico TUI ΣΕΠ 


| 
; 
B j 1 -s 
ει 5-2 


7. SO 的 图 形 如 图 5-8 所 示 , 问 积分 | feydz 及 | Sods, 
| f Go dz 是 否 收 仇 ?几何 意义 是 什么 ? | | 


8. 有 一 根 无 穷 长 的 均匀 细 杆 , 线 密度 为 p, SUIT JE m SR, 3 
细 杆 的 垂直 距离 为 a, 试 求 细 杆 对 质点 勾 的 引力 。 
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第 二 节 3 4A 分 
2.1 IBÍRBIEXM 


在 第 一 节 ， 我 们 讨论 了 函数 在 无 穷 区 疗 工 的 积分 一 一 无 

穷 积分 , 这 是 一 种 广义 积分 。 有 了 时 ,我 们 还 会 碰 到 另外 一 类 广 
义 积 分 ， 积 分 区 间 是 有 限 的 ， 但 是 被 积 函 数 在 区 间 上 是 无 界 
的 , 也 就 是 说 , 被 积 函 数 在 区 辐 的 荣 些 点 处 没有 定义 , 并且 在 
这 些 点 附近 无 界 ， 例 如 积分 | 

[ do 

ova 7 | 
HABERE XXE 0-0 外 无 定义 ， 并 且 在 w=0 附近 无 界 《 图 
5-4). 


—2093— . 


这 个 积分 该 怎样 计算 呢 ? 
先 对 任意 小 的 正 数 e, SERRA 


[--άο- INV E 一 2 一 IVE, 
它 表 示 图 5-5 IE BAR NER. 8 越 小 ,这 块 面 积 越 大 ， 
当 8 一 0 时 , 这 块 面积 趋 近 于 2, HJ 
im | ds lim(2—24/ ο) -2, 


| 


很 自然 地 ， 我 们 把 极限 值 2 作为 由 曲线 = s 直线 o=1 
Aeh, v ANDETE ' νυ M BA 
RA 5-6, 并 把 这 个 结果 认为 就 是 广义 积分 | toti. 
换 句 话说 ,我 们 把 广义 积分 | —— dw 定义 作 如 下 定 积分 的 极 
Ri. 


1 
[Z= = dim f Js e. 
XC RU" χ Ey BIOS RUBUS, 而 点 — 0 称 为 函数 二 -的 更 点 


下 面 给 出 一 般 定义 ， 
定义 1 WO 在 区 间 (a, 5] 上 有 定义 ， 并 上 且 对 于 
任意 小 的 正 数 。(0<s 二 5 一 a),f(w) EKE late, δ] E RTI, 

但 Fo) dE ea 附近 无 界 ， 如 果 当 e»0 时 , 极限 
lim| }) ας (1) 


存在 ， 那 么 ， 就 称 无 界 函数 (e) 在 区 间 Τα, δῚ ERU A 
| Fe)az 3i aci, Ct (D, Bn 


— 294 -~ 


κ... 


如 果 极 限 (D) 不 存在 , 那么 , RAURI | ΤΩ) do ER KM, 
这 时 , 它 不 表示 数值, 只 是 一 个 记号 x 


Ho-a BIOS f (e) BOCA, CERES T IE, i a= 
a 称 为 积分 | y Ode WBR. 

同样 ,对 于 “一 8 ERARE, RIA 

定义 2 设 f(w) 在 [a, 5) 上 有 定义 ， 关 且 对 于 任意 小 的 
EX e(0<e<b—a), f) 在 区 间 [a, 一] 上 可 积 , IB f Qo) 
E 2 一 6 附近 无 界 。， 当 ε-»θ hF, 若 极限 


lim| ^ γ(α)άσ (2) 


存在 , 则 称 无 界 西数 (2) 在 区 间 [o, 8] Eos a| f Go) de 
是 收效 的 ,其 值 为 (2)， 即 


κ ο... 


车 极限 (2) 不 存在 , 则 称 甫 积分 | f G)de Je & 4t, RH, È 
不 表示 数值 

此 外 , 还 有 

定义 3 sf) 以 区 间 Τα, δ] BRI nma, o 
为 更 点 ,而 在 [o JAREN EEA MELERI Y 


JA ede | fede [ f Gao 


= lim | f (a) ἆσ- lim M (άν, ϱ) 
£&1^0* 7 G+ s 6,309 J € 
AUBeNa5hb5lnABpEeSU. 34 (8) πο ΠΗ SES 
κ) s->0+ 表示 8 大 于 0 而 趋向 于 0。 
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分 都 收敛 时 ,就 称 联 积分 | Ode 是 收效 的 , 其 值 由 (3) 式 计 
A. 显然 ,这 时 | f (dor 的 值 并 不 依 装 于 数 。 的 选择 , 8 (9) 


式 右 端的 两 个 瑞 积 分 中 有 一 个 发 散 , 就 称 下 积分 | 7(z)dz 是 
发 散 的 . 

定义 4 4f) 在 [t，5] 内 部 有 一 个 更 点 2=c (<< 
60), 则 定义 瑕 积分 为 


ιο μο | f (de 
“ο μα... 


当 ( 约 式 右 端 两 个 甫 积分 都 收敛 时 ,就 称 | f Go do Ji ak B, 
ἌΡΗΙ (4) 式 计算 ， 当 这 两 个 再 积分 中 有 一 个 发 散 时 ， 就 称 
J fade ER dit 

服 积 分 的 记号 | fode 与 定 积分 一 样 ， 但 是 含义 不 同 ， 
这 一 点 必须 注意 ， 碰 到 一 个 积分 | f G)de, 首先 要 看 看 了 人) 


在 [a, DEBERA, 如 果 是 瑕 积分 ,那么 就 应 按 下 积 分 来 考 
IB, 不 能 误 认 为 是 普通 定 积分 ， 


[031] ΟΜΙΛΙΑΣ | I ede 的 收敛 性 
ig. | In adz — lim | In sde 
一 lim [z2]nz —2] :一 lim | —i—elne+e] 
-一 1 一 lim sIns 一 一 1 (由 洛 比 达 法 则 ). 
因此 积分 | made 收敛 ,其 值 为 一 1， 
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(H2) ΗΕ ΡΟΣ |, s sin ede tiat, 
HB. e= CORR 
| 三 1 sin L dz- lim IE t dæ 


e-0* 8 


1 
-imf - sin I a (二 )- lim cos L|" 
Mh 


£—0* J g &£20* 


一 lim | cos 1 — eos =]. 


因为 当 s->0+ 时 , cos — 无 极限 ,所 以 上 述 极限 值 不 存在 ， 即 
积分 | rsin do st. 
[5013] 讨论 积分 
[om p? g de ,| ,TE =, | ,A — g? 
的 收敛 性 ， 


NR 2β ΘΛ ω-1, πι A BUY SUO —1, 
SIT PBAUHEe-idfe-—i1, 由 于 


= de= dim (^ ty 
o 1 — z ΚΞ; ο Ια) e 


== lim aro sin o| 


£0* 


1-ec 
= lim arcsin (1— ϱ) == 
g0* 


0 0 1 
----------- da = ———— 
fx vi 一 0” lim —1+ə ΜΙ — g’ oe 


0 
= lim arcsin 2 = lim[—arcsin(—1-+e)] = 
ΕΤ 


8— -1 {56 


df 
1 => =Í = | > do 二 | —— 


JU 一 -一 
ο το 7. 


2 
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παπα. 
【 例 入 “讨论 积分  — de 的 收敛 人 
δι ο 1 ERA. 


[.. a 7] B® 
—1n (In) Ν — In (In 2) —In[In (1--6)]. 
当 £—0* RJ, In[In (1 十 8)] 成 为 一 co， 没有 极限 , 因此 , 积分 
【 例 5 证明 : ΤΙ 
[-5 dæ (070, n>0) 


当 20< 工 时 收敛 ; 34 p> 1 hj Au. 
【证 】 2—0JESLA. 


[X de= im | -de= 
o m? 6 1 


8-1 


b 
lim gt? 


&e0* ë 


d lim [21-2-- 1-2] στον" bi? 
当 2 一 工时 ， 
a Πα 
= lim Ingel = lim [n ó —1n e] = +09, 


当 2> 工 时 , p—1>0, 于 是 
| de= lim | ο P da = lim 
ο 02 1 


£0 go0* 
ο. sa]. 


I [iic etr] 
p 


= lim —— 


8 一 (0 1-ῃ 
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mic, Maf -F qe(0>0) 当 p<1 Niki, 4 p>1 时 发 
B. 1 x 

思考 题 ERER 

σος do 与 | (B uou do  (a«b) 

在 p«1 时 收敛 ,在 p 1 m] AR. 

νε βαν GHIE T JU ny I k S E. 
τι ΗΛ BU f] ΗΕ IR X i Up A] S 

HL T UP BO ΒΕΠ 7623 BLA BB JL SP. Je 92 483 
的 , 因此 , 我 们 只 作 氢 述 , 不 加 证 明 ， 

为 了 叙述 方便 , 在 下 面 两 段 里 , 我们 仅 对 ο--α RRAK 
情形 加 以 讨论 , 别 的 情形 , 读者 可 以 类 推 , 


2.2 RAS EUR 

(1) 3858343 [f (e)do SERAS fede 同时 收 合 或 
时 发 散 ,其 中 e(a<e<b) 是 任 一 实数 , 当 f Fo) deii, m 
[fede - | 7G)az+| fejd. 右 端 第 二 项 是 个 定 积分 

(2) Æ| fde 收敛, EAER RU [Ef (o) attuli, 
并 且 | | 

ΚΟ f (ay de. 

(8) 着 | Sda f s Go deiecit m EFE za (ο) 145 

也 收敛 ,并 且 
| Ze) +g G@)1ae= [° fGe)ae [o (do. 
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2.3 mA rS RU SUR 
对 于 “=a JE3XUS ARE, 我 们 有 
(1) 柯 西 收 化 原理 . 
定理 1 m5 
| fede 
收敛 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 任意 给 定 的 se>0, 总 存在 3>0， 
使 得 当 0<8，83<8 时 , 恒 有 


faros 


ELANK BFE) ENS MUET 
| fde 都 存在 , 20Η ΗΔΙΑΣ |^ SO |o 收敛 ， 则 称 再 
积分 | f (e)de 绝对 收效 ， 
定理 并 的 推论 (绝对 收敛 定理 )， 
车 | f Ode 绝对 收 剑 , 则 必 收 伍 
(2) 对 于 非 负 的 被 积 函 数 , 我 们 有 
定理 2 当 a<w<0 时 , 若 有 不 等 式 
x f @)>0, | (6) 
MERAS f (do 收敛 的 充 要 条 件 是 : 积分 人 do 
是 e 的 有 界 函 数 ( 这 里 0<s<b—a), 
WB ”不等式 (5) 只 要 对 于 充分 接近 于 正点 的 4， 成 立 
即 可 . 
定理 8( 比 较 判 别 法 ) 当 4<w<5 时 , 车 有 不 等 式 
0<f(e) «g(2), (6) 


- $00 一 


则 | ME 
© 从 | eode icit nT vite [^ FE de ict 
& AÍ fode 发 散 , 可 以 推出 | ode zii 


与 定理 2 类 似 ,不 等 式 (6) 只 要 对 填充 分 接近 于 4 的 2 成 
ALBI RI, 


若 选择 g (ο) = το = -za C> OER EBRE, 则 我 们 有 


定理 3 (比较 判别 法 的 特殊 情形 ) 
34 c 充分 接近 于 a BF, 硅 有 不 等 式 


Ox /(ὁς (a<1, 6 为 常数 )， 


C 
(z—a)* 
则 积分 j fodo 
KA 

当 ç 充分 接近 于 ett, BADEN. 


/ῶσωγως CPL ὁ»0 HEH), 


a)” 
则 积分 Jf nda 
RL 
定理 &( 比 较 判别 法 的 极限 形式 ) 
ETE fund SE), g (9, 


则 有 结论 | | . 
d) *« 0<1< +o Bf, | f (z) da 5 | g (x) de [ji iet 
5 ma 2. RX: _ 
9 235 c 52) EO S a 时 1! fF(z2) 220, σ(2) 220 Bi) zT, 


ον ο (^ g Odet, WA [ f (oeil ti 

© 当 1- eco B, RR (^ gode 发 散 ,那么 | 7(c)dz 也 
发 散 . 
选择 g(%) = -ye 我 们 有 
定理 4 (定理 4 的 特殊 情形 ) 
设 当 2 充 分 接近 于 4 时 , 230, 3: B 

lim (c —a)"*f (2) = lim fte) =}, 

Ca) 


则 有 绪论: 
Ὁ zi 0<1<-ee, 则 当 wa< 工 时 ,积分 


| f (az) dz 


© 若 1=0, 则 当 a<1i 时 ,积分 


| f ae 
τοι. | 
© 3 1= eo, 则 当 a>1 mt, ΒΙΑ 


| f (dz 
gi. 
结论 Q) 可 用 无 穷 大 量 的 语言 叙述 为 


M aoa, # f Ī-— A, nix 
a<1 时, 积分 | f(e)de 收敛 , 当 a>1 m, By RAR. 

【 例 6】 讨论 积分 | 二 dw 的 收敛 性 ， 

μι οπή, A 
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内 此 ,被 积 函数 了) 一 τος 5 Φ-»1 时 是 关于 一 = 二 的 一 级 
无 穷 大 ， 从 而 由 定理 4' ΖΩ, 知 积分 pf enn 
T 讨论 积分 | ay de ΑΕ. 


δι % 一 1 US APA PR δ 


1 
TORET JG TEST" 
因此 


1 1 1 
—1M. -(g—1WM. 
(7 De) = (7D) Nm —i*N/a?--a* d v1 


1 l (4 s1), 


= cx 
Md +æ+İ ν 4 


MERER S a) = — lg 


无 穷 大 ， 因 此 , 由 定 再 4 ΖΩ, nuna o qz 收敛， 


[9151 讨论 积分 | I ἂν 的 收敛 性 ， 
W: α-0 ΠΗ, DUE Oel np, HON λος 


0， 不 是 非 负 函数 ， Sul ERRA 
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Inc 
Xung m. 0, AARM AT 
( — In zx) 
li i. 
rr AES 
r0 "A 一 
Ll . 
BUSHGEH Jim 7 -= lim 4: οἳ --θ, 
£0 _— 1 d 90 


puts 28, HEURCDAO BHRRDRRUMER, 
知 原来 积分 | -全 do tlc 
KX AERA OKAN, R-RE a- RN, R 
要 取 a 满 足 不 等 式 κ 
—<a<1, 
| 2 
就 有 |. Hm en) = 0, 


g£—0 d 
ΛΠ TA (T) ERR 
更 一 般 地 , 有 绪论 : BIR 


[ura ° 
当 和 <1 ΠΉΪΚΩΙ, ή A1 BERG 

事实 上 , 我 们 可 以 考虑 非 负 函 数 的 积分 
J — as. (9) 


@ 4 A <1 FJ, IX 
WW a— À> 0, 从 而 
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À <a<1, 


ο - lim (一 In z) 


lim q^ gp (4-7 — À) 
z-0 
τ 
HELEEN . m 
lin — — (a— À)p (0-971 
1 
= li χχ-λ--ϱ 
(αλ) ία ' 


gam 20, mp [ C2. "mo In? qs ety. 
D 31, Wah Rot, JHH 
lim z^* cna lim (— Inz) = oc. 


ri) 


DE ἀν 发 散 ， 


自 定 更 4 之 @， snaf (Ca gw 从 而 | 


AN ERA forse de CH 


解 ， 瑕 点 为 $= 0, χξ AH A δι 
1 i i 
f» = Sole —e*) 67) E 65 一 6 一 6 


HREN, 知 ln f 5-2. 因此 , Sta. UR 


1 
lim of (2) = lim osa 
Om 


ΙΝ m Ses Met e E 


FE μι s ga 4’ 2G Rm [ s d de Wat. 


REA 
[2110] 讨论 积分 | In (sin ο) de 的 收敛 性 


— 5039 — 


Ë, Ἡλίλα-0, 8 0<s<% B, In(sin2z)<0. 3418 
积分 


z 


ftis mas ao 

1 

-----, 
δ απ, W 
1 
lim c? [—1n(snc)] = 一 lim να In (sim z) 
= — lim snae (sin a) 
1 

_ _ 1: TON ann em Za, . 

im (ana) ` men ferm (sno 
= —1:0=0. 


由 定理 4 2 RUBRA (10) 收敛 , 从 而 原来 积分 收敛 

以 上 我 们 讨论 了 无 穷 积分 与 下 积分 ， 它 们 统称 为 广义 积 
^. 

有 时 , 我 们 还 会 碰 到 这 样 的 广义 积分 ; 积分 区 间 既 是 无 穷 
BU, 被 积 函数 又 有 甫 点 ， 这 时 , 我 们 往往 把 积分 拆 成 几 项 , 使 
每 一 项 只 是 单纯 的 无 穷 积分 或 更 积 分 , 然后 逐 项 考虑 . 

[5] 11] “讨论 第 二 型 欧 拉 (Euler) 积分 

I (a) = κ esd (11) 

的 收敛 性 . 

B (Do a-120, Ha> nt, 积分 (1 是 一 个 单纯 的 


无 穷 积分 , 被 积 函数 无 更 点 ， 由 第 一 节 例 15, 知 | vedo 


ΧΕ ΕΕ ΧΕ θ᾽ α- 1550 (从 而 a 宇 1) 都 是 收 全 的 , 因此 ， 积 分 
(11) ek C623 42} “ΠΒ 1), 
4) *1a—1«0, Bl a<1 时 ,被 积 函数 a7 71-6 4 —A RI 
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f e=0. 我 们 将 积分 (11) 拆 成 两 项 , 1 JLE S AL SUP 
分 ， 男 一 项 是 单纯 的 无 穷 积 分 ， 


Wa = | q^ ez202 十 ΝΣ e "do. 
右 端 第 二 项 对 任意 a 一 t+， 从 而 对 任意 a 都 是 收敛 的 (第 一 节 
| q^ σερ do, (12) 


由 α- 1«0,1-α.θ, wi = s £7, A134 070 
时 , 有 


e e ἃ 


lim w δε f (z) = lim co —- 
£20 | 7-0 t 


= lime z — 1, 
£20 Ἢ 


MERRE So) =ar te 当 σ-»0 时 是 关于 二 的 (1 一 0) 级 


ἘΚ. 于 是 由 和 定理 4 ZOH: 

2 (1—2a) «1 B} a>0 πῇ, RA (12) r; 

当 (1 一 @) 之 1 Bl a<0 时 ,积分 (12) ARX. 

综合 中 , ©, 知 第 二 型 欧 拉 积分 (il) 当 wa>0 时 收敛 ， 当 
xs<0 时 发 散在 收敛 的 情形 ， 积 分 《ko Base h ΙΕ 
8”) i, 这 是 一 个 非 初等 函数 ， 

(P) 12} 讨论 第 一 型 驳 拉 积分 

Bp 0 fede (8) 

的 收敛 性 , 

E. γφ- 15:0, q —1>0 ΗΠ 

p>1, ο | 

BJ, RER RA f (e) —a? * (1—2)*7 在 区 间 [0, 1 上 连续 , 积分 
443) 是 个 普通 的 定 积分 。 
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当 ρ--1«θ, 或 9 一 1<0 Hf 
p<1 或 qg«1l 
时 ，z=0 或 2= 工 是 焉 点 ， 积 分 48) 是 甫 积分 ， 我们 将 积分 
(13) 拆 成 两 项 , 例如 ， 
| (1 — ο) tde 


1 1 
= | oa —q) Ida -+ for (1—w) tda 
0 2 


= I+ Í. 
O 对 积分 五 来 说 ，w= 0 是 被 积 函数 oz2 (170) 7 - 


C-D WRA S o0 B, 显然 有 


lim (1—o)* Jy i πε] (1 ~v) =1, 
化 g-—0 


t0 qi» 


即 被 积 函 数 当 z—0 时 是 关于 二 f G — 2 SUGST A, Mik, tH 


定理 4’ Z CD, AI. 
当 工 一 D< 工 即 2>0 了 时 ,积分 五 收 化 
M 1—921 Bf p<0 时 , 积分 T, RR. 
© 对 积分 三 来 说 ，2%= 工 是 被 积 函数 
p—1 
02 (1 -- 2) 27 证 Φ) ττα 
HEA, Ἡσ-»] ΠῚ, τα du 是 关于 += - 的 (1 一 q) 级 


无 穷 大 , 因此 

当 1 一 9g 过 1 Fl 970 B], Το 收敛 ; 

M 1 —qg>1 即 g2<0 RJ, T, RE. 

综合 0, Q, 知 : 第 一 型 欧 拉 积分 (13) 在 p>0 并 且 9>0 
时 收 合 ,在 其 它 情 形 发 散 . 在 收敛 的 情形 , 积分 Bp, q) 确定 
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H B GEC ΠΒ) ΒΗ ΒΚ, k k — —268) ΠΕΤΕΡ 35. 

I RAS BRAEKERS 8 δα, ERA 
f£. est a yI DU VE ZEE HB. CHER AKEH. 
关于 它们 的 许多 重要 性 质 及 应 用 , SHUN ASP f, 


1. 求 下 列 瑕 积分 的 值 ; 


W [m e τ dz; 
e |= D | 
© | >= 6) | ass 
D | — 09 
D | < (a<5). 

9. eTa ο 
e [s e fm m 
(3) f e nadz; (4) [d dz: 
© | eer’ © | 
D | vs Φ | ya 
c» | i etg z da; ao | 2: 


an | -H az, 
3. kx JM 
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4. 寺 论 下 列 积分 的 收 伍 性 : 


to jng to gyrlo., 
a) | irg 4" G» | τες“ 


ο ο σενα 

.证 明 第 二 节 中 下 积分 的 几 个 收 化 性 判别 法 . 

7， 设 函数 (2) 定义 在 有 限 区 间 [a, 5] 上 ,但 f(z) 在 其 上 有 车 于 个 也 
点 ,车 | Pde 收敛 , 则 称 f G) 是 平方 收效 (或 平方 可 积 ) 的 ， 


证 明 : ESO 在 [4, b] SEE KA, 则 必 收 敛 。 
但 反 过 来 不 一 定 对 , 试 考虑 积分 


| dz 


0 r^/9 


8. WR: £ fx), σία) 在 [a, 8] 上 平方 收敛 , 则 其 和 [了 (x) g Go) Ve 
ία, 64 上 亦 平 方 收敛 , ΠΒ ΕΙ SO -g Go) fe La, oj 上 收敛 


1 
9. RH u= I K z=1, x$, y 轴 所 围 成 的 面积 (图 5-6), 


e 


?h Ἡ. X ἦν 28 


ESET BU CR AED BUS ΒΤ) ac S 
定义 、 简 单 性 质 以 及 一 些 收敛 性 判别 法 . 
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在 讲 收敛 性 判别 法 时 ， 我 们 着 重 介绍 了 柯 西 收敛 原理 和 
关于 非 负 被 积 函 数 的 广义 积分 的 比较 判别 法 (有 几 ΒΗ ΠΡ πὰ). 
利用 比较 判别 法 ， 可 以 讨论 非 负 被 积 函数 的 广义 积分 的 收敛 
性 以 及 一 般 被 积 沙 数 的 广义 积分 的 绝对 收敛 性 

关于 一 般 的 被 积 冰 数 (不 一 定 是 非 负 函 数 ) 的 广义 积分 ， 
还 有 两 个 第 用 的 收敛 性 判别 法 ， 阿 中 耳 (Abel) 判 唱法 和 狄 利 
E (Dirich) AINA. 它们 是 建立 在 积分 学 第 二 中 值 定 理 
之 上 的 . 利用 这 两 个 判别 法 ， 可 以 判别 一 些 广义 积分 的 条 件 
KAHE AKTARIR, 由 于 篇 幅 关 系 ， 本 书 不 再 作 介 绍 . 
读者 大 有 兴趣 ， 可 参阅 一 般 综 合 性 大 学 数学 系 的 有 关 教 科 
4. 
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d> 
a+ bz 


bh 


x az: 
3. ES. 


4 [2s 
' J a+ bz 


附录 简单 积分 表 


一 、 含 有 @ 十 bw 的 积分 


-ξ ἱπ(αἠ-δα) 十 C 


u +1, 
. ο = GEE +0 (u=-1) 


b(u + 1) 
= [a +bz—qa ]π(α--ῤσ) 1-0 


= | (attr)? —2a(a+ba) +a? In(a-5z) |+0 


(Tm i a+ bz 
, | Ο 
5 < a T 


6 Ic 一 -= 
` J z2(a + bz) az 


r az 


-j 


x - + 
9. rss )2 a(q+bry a? u 


10 τας 


(a+br)? δ 


7  ἃ 
(α-.- 02 b? 
27 d> Ol 

(a+b? bš 


1 +- ln +0 


maaar 
— À 


[In (a+ br) 十 一 ΤΣ +C 


|i 


a2 
/α--δα-- "PEN 


1 1 G 十 DZ Lg 


_1ir 1 | 
=| atos Darbr) τό 


二 、 仿 有 ~ a+bx 的 积分 


11. [Vaton de=- V (G kb: +C 


r a+ bz ἆχ-- 一 
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2(2a—3bz)/(a--bz)9 


15 ο’ τό 


- = “u Fa 


2(8a? —12abr-- 150737) V (a+ bz) 33 
2. AT 
13. ix? 4/a--bxdz— 16553 
XAT 2(204~ 0σ) , —— 


2202 _ 2(8a?—4abz--3b?r?) 
15. Vaid 一 一 : 了 —a+br+üÇÇ 


1 mV ator- —— +C (450) 


am 
16. [τσε------]- 
ἂν a+br Va γα ΤΉΝ 
dr 2 a+ bx 
17. J ——= are t — + (a<0 
αν a+ bx A —a i —aà ) 
18. J dv  ναγδη σσ] dx 
x^ adbzr ac 2a J xN/ a+bz 
19. [beds -2V'axbs +a | az 
2 


α-ι-δαᾳ 


=. %# a° γα” 的 积分 


dx 
0. |; σε mare tec 


al. = = p are 说 一 十 
22. να ata -+C (jz| <a) 
23. | d. i n2 T240 (epa 


zi—q^ 3a 


πι. ΣΕ σα! δα 的 积分 


dt 1. V2 
24. PEU ας are te πα τό (a> 0, 6550) 
dr 1 λα bz 


— = ln 1-50 
a—bx? 2Vab Vay bz 


25. 


x dx ΜΝ 1 9 
26. /= 而 +t) +O 


—813— 


a. |= = 三 -| d 


abi? b bjacbr 
dr 1 m? 
rt(a-d-bxr*) 2a ac ba? T 
dz d -2 àx 
20. |- = 
v (a + ox") σα a+bz2 
3 dr T 1 dz 


(aba) Baator) ^ $a) abs) 

UH. & xL 的 积分 

81. [ναγἛαας--. SES eA (se Ea) 40 
(a 


32. fv (x? 4- αἲ)ὃ de=- (2x? 4- 5a? ) V r? + a 


4 
十 i In (z+ A z’ +a 4-0 
A T7343 AB 

43. [ον αἲ pa | = Έτ) Vg 

94, [e VEFFE 2 + a να γα) 


4 
-2 In(z- ν 23 Fa) 1-0 


8 
ασ — 


JG m AUSIS 


27. — = rica 10 


V3 ra 
2 
o9. T" = γα z2 + a" 一 C In VDT a +O 
/ T3 十 02 
2 dz m o 
39. w. r+. / a5--a3)--C 
/ (a? + a?)3 “+a, ( ) 


1 χ 
|; Maia a a+ +a, 


一 314 一 


41. 


42. 


43. 


44, 


45. 


46, 


47. 


48, 


49, 


60. 


51. 


52. 


53. 


54. 


J 
| 


dr 
Z?N a 4- a 
ar 


TV αὖ να 


A/ y? γα 
VTi ια 


bod 


α΄ m 


A/ x? --a* Vr τα 1 mats a+ Vd 


Da κ 


d m3. n3 


J 


VEEE dr _ 


qa 


_ απ 
A a? — aq? 


f ax 


V (a?—a$) 


2a? 


_ 2 z 
— aln n Lg 
x 


Prapti 
xm 4 In(z4- A a? a? ) +O 


mo 
αγ g? — q? 


六 、 含 有 ~ αἲ -αἲ 的 积分 


=]n(z+ A z?^—a*)-4-Q 


+Ç 


z dz Vai gi 
———— — V x*— a* +Q 
l; 


TX — a° 


-+0 


—— ——— a2 
JV == a du V d! a? Inst Vai) +0 


[VE as- 2 Quà 52") VB 


α--αῦ) 1-0 


Ja = N GU? νο 


J| y G= a4)? d; NE o 


J 


TV ta dx — (a? a?) V di — at 
4 
-— nw z? --α.)--ὂ 


z ἂχ 
νο --ᾳ 
g? dx 


= 


US 2 


2 ——— 
5 => r? =a? μμ... 


ο ln(z 十 V a? —a?) 1-0 
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55. |— =a cos— +C 


αψα--] 
d 1 a 
αγα-α; a 2 
dx x* — a? 
zx ᾳ2-- a? α΄ r 
2 43 
x x^ 一 1 
58. | g aee HO 
TIV z2— a° 2q°x 2a T 
/一 了 A8 
ασ -ᾱ — 9 a 
59. [355 da VB d! -aarocos 5. {0 
z 


60. K QZ 一 一 Ve +ln (x+ 22—a*) 4-0 


t. Ev e- 的 积分 


eL. | dz — are sin r+ Ç 


jV 1-—2? 


| 
R, 
I 
t 


dz . T4 
62. ggg emi 
63. —— ---...ν. 6 
/ (ad35 一 X2)3 = a?^/ a? — x? 
τα: 
64. j> 一 人/ a2— a? +Q 
ax 1 
65. | 一 T —— +0 
V (Q2— 225 ΝΣ ΣΕΝ 
66. [στ x dz sa 2 q^ S aresin £40 


68. n (a? —2?)? dz = 
69. Ca dzr= -- 
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A/ ai — a? dv= ον aP — 32 — z? Eee 


= (a — 2x7) / a? — x? 4-98. 


να 2 «C 


* are gin X. 一 十 σ 


ΤΟ. 


(1, 


78. 


T9. 


80. 


81. 


— — 2 248 
[εν (a? — 27)? r=- AN νο 
LL d 
ENV a? — x? de= — (21) — a? )A/ a? — x? +g resin C 


9 
T ax 
a sin 一 十 C 


ñ V (a3 — x38 V a? —g? 


dz 1 2 
, [m M] — —————— +í 
A G aty a2— x 
|--Z- να ασ 
LI αἲ--αᾱ a^x 
| dz _ 0N a? —a? 1 
Ja dd 2a2z2 2aš T n 2— 22 


2 __ 2. m2 
| [NEE σος ο 


J“ a? — r? da — MV al — z2 
z? £ ` 


. Z 
— arc sin — τό 


八 、 含 有 a+ bz x co?(c0) 89184 


J dz 1 a/b? --4ac +2cz— b 
一 一 一 一 一 一 一 本 一 一 一 二 一 一 一 n ——— —— ———- 4-G 
a+bz—cz2  4/b?.L4ac «αν b?.-4ac —2cz4-b 
| 9 tb 
o Í 52 
[— E Vcg Ue gto Qut 
α-- 5z--oz? 1 [η 2ez +b — gus — ac 


== tO b2> dao 
X b?—4ac 2cz+b+Vb’— K ) 


九 、 Ά Ένα δω-ε σα (c>0) 的 积分 


1π(2 2 3 
Iz Em JT n(2ez --b-4-2A/ c V α δα d oz) +O 


[Vator pea = 5 b a ba oa 


一 SU In (2ez -b --2A/ c V a--bz--cz?) + O 
c 


xdr 


— 


να + bzr-+ cz2 
- Vacbrrcat _ 2 In (2ez 4-b --9A/ c /Va+br+ cx) ) 450 
C d^ οὗ 
dz i . δοα--Ό 
83, = MIC Sin —= 
Va+or—a wc A b2 + Àac 
84. Ja δα--. GU dz 
2er—b Va br cr? -+ b2 + 4αο 2cr—b 
de "WAS οὔ σας 
85 p SEES. b are gn —— -- acr — b = +Ç 
V a+ ὃς — cao c ον ὃ δὲ tac 


十 、 anyir 184}. Αν - α)(ὃ--ᾱ) ΛΑ 


86. JES as= VUF OF) + (a — b)In(A/a+z+ Vota) tO 


CO» 


Q—X 4. AJTLOÓINTRAGGAR . z--b5 
87. ERE dx (a-—z) (BFE) + (a- bano sin | 8 TC 


T 


| ατα gn _ ——_ ` : J> n" 
88. J 2x2 dx: — A (a +z) (b —z) — (a + b) are sin arp τό 


69. με dx= --1 -αὖ +are sin >+ Q 


=2 are sin, /< +0 
b—a 


V (x—a) (b—z) 
十 一 、 含 有 三 角 函 数 的 积分 
91. [cin e dz es +o 
02. [cos a dz sin α--0 
93. fte sas —1acosz+0 


[56ο Tx 


[ese rür- 


fete zdæ=in sin z + G 


ter+( 


—etg z+ C 


. [595 r te r dwm= see z+ C 


4 2 


5. [55ο x dx-—ln(seoc-- tg z) +C = n tg (3 +2)ro 


ο, Jese t dz-ln(eso >z— ctg z) +Ç = ln tg > +O 


100. fesos cte x dx 一 一 C30 z4-0 
101. υπ... ο» + C 
102, feos? a d= x+ κά sin 2r4-0 
n—1 - 

103. sin" z a= .gin"?zeosms , n—l (onn z dm 

n m 

n=l . _ 
104. feos a da— cos Seene n | cos"? z dz 
105 | dz — — 1 I COS T 2 了 | dz 
o J επ τα. »—1 sin? ir * n—1J sh” ?x 
-= AL 
106. J anz ,nm = 
Cos" 2 V cos” ir | n—1J cos" 22 
nil 

107. fsin - cos” x dz = — “° : T LC 

n+l 

7 Τι 
108. fein" z cos dz — 7 24C 
n+l 
. Th 一] n+l -“ ] 
109. feos x sin" zd 08" "rsin E £D [eosn7? a eins dz 
| min m+n 


ET == _.. 


1 一 


m -}- 11 


1 


gin” lyg cogtti r 


m-+n 


feos” zr Bn’? x dz 
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cos(md4-m)z _ cosím—n)z +0 

2 (m + n) dm —n) 
. &n(m--n)z , ein(m—n)a 
à (m +n) 2(m—n) 


110. [sin marcos nz dz 一 一 


111. fein ma sin nz a = +C 说 于 入 


. sin(m+ nz , sin(m—n)= 
112. [cos ma cos nz da aminy ' η '" 
dz _ 2 a— b T 
113. EI Rm aro tg Í arb 刀子 )+0 (a> δ) 
α/ Date Hy b--a 
114 de 1l n 2 +0 (a<b) 
"Ja*besz ypg la——9 (α 
V b—atg-=—_ V b+a 
4 
dz B 9 G tg > +b 
115. | aro t8 ss τό (a> b) 


dr 1 atg 5 b—V b3—g? 
16. f— Z= mn C εὖ (a«b) 
0 一 0 atg->+b+ Vb 


dz 4.1. 9184) 
HT. [au p aro | a +Ç 
dr 1 Dtg z-+a 
TR ay n biga 
a? cos? z — b? gin? z ab In btgz—a τό 


T—. ΑἨΡΞ 18 δα ἐπ 514} 


119, farcsin Z dz—z arc sin 一 十 W qi —g? +0 


2 
120. IE are sin 一 ds [>= - jar sin =+ τν αἳ --ᾱᾱ 4.0 


| | 
121. [9 are sin 一 de=- are ία 1233) V a?—23 +O 


. 2 
are sin — dz 
122 J a 


2 =L arcsin 21 In 25V 2-23 0 
x zx a a g 
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123. 


124. 


125. 


126. 


127. 


128. 


129. 


130. 


131. 


132. 


133. 


134. 


135. 


197, 


> ` 
arc cos — de=% are cos ——— A αἲ-- gr 4- C 


Z arc cos — — dz= (5 一 -ᾱ- Jare cos — — 


are cos 一 dz 


= 


[ανα are cos 一 dx 一 Z arc cos = 一 一 


a 
zo δ Νανα 1-0 
3 4 4 
Lp) Vea 


1 
— — arc cos E. 1 
c a a 


== 
m at ας x 


"m ig - dzs-zarcig 一 一 可 In (a? 4- z?) 十 C 


1 T nam 
arct La lr 2 MW I 
Ja ar g —dz ο +a") are tg — 5 τό 


P 


are tg — - dz 
广 一 一 


Yawa 
Lc] 


1 c 
— o t πα "799 
> are te T 1η 


Ü 


1 


faro etg — dx= z aro cte 一 MM 40 


[5 arc etg fas. — (z*--a?) arc ctg — LE 2-0 


jz aro ctg — 一 QZ 一 


Waaa 
--- 


| are ctg — dz 


与 aro etg — z ασ a 


— ara ctg < + iln 


+Ç 


a? 
ὃ In (a?-- 22) +0 


--ἳ 
—- In(a?-- 2?) +Q 


Ld κσ 


十 三 、 含 有 指数 函数 的 积分 


1306. 


ez daz = e? + 2 


138. sin z dx = 


σος 8 


2 


141. de e°? cos nz dz = 


ez (sln z —cos a) 


O - 4? 


__€*(S Sin z--Co8 r) 


α΄ 2 QA 


fe +0 
139. i ^^ din nr qa == (a Sin nz - n cos na) ϱ 


+C 


To n uu | 
143. fa” e7 da= 一 P fan loaz qo» 
a a 


144, jz απο q | =Í πα _ 


mr 
a 


mina (lna) 


mz yë 


145. [snare ἂν κα Ὁ 


mlna mina 


art ση) 7-1 y 
146. fere sin" ο ἄν 252774 


M 


α΄ 3 n 


T 


n(n- 
α΄ +n? 


1) 


e^*(n sin nz-- a cos na) C 


J Ὅτ a"? da 


(a sin z —n cosa) 


le: sin”? g dz 


147. fer cos a a = < ο t nsina) 


-1) 


dm 


q^ - 1 


- &* 


nei fe 15 Q0g^73 g dz 


TE. SAYRAR 


148. fing de=zln z—z+( 


150. farin rdz 一 zi In ro 


n--1 


151. Jus z ἄν -- =% ln” z— nfin σά; 


站 各 二 二 
m+ |. 


152. fa” In" r dz == 


—d2£-- 


"n 


1 


(1-12 


ας. κ 
149. |- E= una) 0 


n 


m -+ 1 


]«e 


e" ln^71z dz 


156. 


157. 


158. 


159. 


160. 


161. 


162. 


163. 


164. 


165. 


十 五 、 含 有 双 曲 函数 的 积分 


, fsh zax= ch x+ C 


. fth rdg=1n ch r+ C 


J sss 
[sh z dz 274 


154. [ch rdzr-shz440 


sh 2++ C 


Jot? α az = --- sh 2r+ Ü 


4 


TA. GE R 


905 nx a= |. sin nz dz= 0 


分 


r 005 mz sin nx dr = 0 
0, mn 
κ cos m COS nxdrz- | 
Lm, M=} 
0, mn 
F sin mr sln 22 dt = | 
ος, m-—n 
0, m+n 
F Sin mesin 711 ᾱς-- | COS mu Cos NT dz. 
0 z/d,m-n 
nef επ» σάς-.[ cos? r aT 
| —1 n-—3 4 2 
T, = Ipa | 
n 1--1 n--3 3 ] c 、 
L=. Lá ee«mee OB, 
σι 
b= 
f ο... μμ 
9 OT nF mn Sm 1) 
3 1.3.5.…(22 一 全 .3.5 (2m — 1) m 
2m 0n — 
κ. x C08-n z d> 2.4-6..... (2m + 2n) 9 
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习题 答案 或 提示 


第 一 E 
习题 一 1. (D —cosz+C; (2) er 上 CO， (3) ls. 


(4) SantO; (5) 2VT+0; (5 -l46; (0 igz+O; 
(8) arctg z +0, 
2. y=r?-— Í, 
习题 二 1. 2210 3. SN Š gen. C, 3. Ly, 
z αἱ t v3.22 48.5. rnt1 
4. 5 AZO, 5. oti -a a 4 I - αἳ -- 十 有 TC, 


6. VSVE 40, 7. at Σα E3892 2V E+. 


g. fec, 9. 47 10 10. 3e — teg, 


6 p3 4 
11. —ctgz--eosz--C, 12. α--εἶπα--α, 13. —ctg xz — tg z4-C, 
14. z--areigz--C, 15. —ctgr—x-0, 16. 3Qtgz—z4C, 


17. 


1 , _ 1 
τοῖς 3 €?--C. 18, Ζ arcte z4- C, 
1 
3a? 
l 1 《2 十 工 ) r? | 
H a 
提示 : tH  a*(z?4-1) xš(z22--1) € 


习题 三 1. (1) 3; Φ) — (3) (αφ; ( 1, 


[提示 : 1= (14-22) 一 22.1 19. — 


+ +arotgz+(0. 


G6 -ᾱ; 02 0-4 6i os (10) - 


il 


"- 


tb 请 ol a 


2. (1) ies (2) lg (3) Ia (4) -二 ; (5 一 


(D mz; (0) ατοῖρα; (8) Tsin(ot+9); (9) να ρα; 
(10) Z sin? z, x 

3. 除 第 (5), (6) 两 题 外 ,都 是 错 的 ， 读 者 可 自己 分 析 错 误 的 原因 。， 
4.) chz+0; (3) thzst+0; (8) Z-sh'z+O; 


(4) nem (5) _ 工 (8r4-5)1 +C; (6) 4e €" +O; 


E 


1 T , 
(T) 一 Ξ το ia 6 (8) s tg (2x0) +0; 
1 k41 — |j 
1 $i CTD Το, k= —1; 
(9) -二 cos(ot+ 凡 +C (10) | 
p niatbz| +C, k= ~]: 


(11) —— njeos 5z|-C; (12) .... 


(13) ae * — sin bae C; (14) -]n |α-- bi^ | +C; 


boi TD 


(16) 二 (sin 32240; (16) z4-31n|x — 11 1-0, 


a7 $orblatbel 6; (18) Laretga- yt 
[1 |. (z22+ 3) — (a? + 1) 
LE |== (z2+ 3) de= k m dz | 


(19) past 5In|z-3| C; (20) ΤΣ 十 ZX 十 也 [2 一 并 十 C; 


1 "n 
(21) T E NAM (22) le +O; 
(23). -VI-A 4.0; (24) - $7776; 
(25) LG? 22)? 4.6; (26) In|22—324-8| +C; 

3 , 
(27) E E-D HO GORTUREUA SURE.) 
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4 3 5;4 . | 1 z * 
(28) 3g γα +G; (29) T 5 το 
(300 — LInl2— | +O. GD LL. jin| ε.. |+; 
4 - , ν 2 一 7 
3 
39) 14 ° 
(32) +Ihn|z|— In G*--4) +O; m hera” 
1 f GS 4-4) — zŠ 


1 c 4 _ 1 2 . 


(34) ΜΉΝ (35) — In|ln2z—1| +C; 
i 


G6) -- (ec; [mm meen-mnz-m(nel) 

- (1.1) 1 (7) - l2: 1 (1-5) Lo. 
z(r--1)-rz ο | (37) 5 sin- +C; (38) 3* +C; 
(39) παν x) 6; (40) —21nl cos / z | +C; 


(41) 2 190, (42) -Z (L-e) 40; 


(43) In(d+e% -C; (44) aretg(e) +O) (45) z—In(1--e*) +0; 
1 


esin z 


(46) —z+2]n (_+eny +C; (41) e"-C; (48) — +Ç; 


(49) 2/tg x -C; (50) —= Το (51) νο 4. 


2 1-rcosÓm 
1 . . . 

(52) ——-in|b-sin ασ] +C; (53) sinz—aretg(sin z) 4-C; 

1 


]l—are sin > , 


(54) $ Gre ig z)9?.-0C. (55) 
(56) 4r —21n|sec 2x «εἰς 2z| +g 351-05 
GT) —Nhltgz| 4--Σ1ρα10; (58) ντα |ie 卫 |+C [ma 
利用 半角 公式 L + eos z= ἃ cos? 7. sin z—2 sin 39593. | 
4C; 


| -t . 1 
(59) tg x ag τσ! (60) s-tg s+- 


ο» X 


t6; 


7 


(61) —etg z+ 


sih x 


(62) -ctg 5+0; 


(63) In|cos z 十 sin z| +0; [提示 : (sin z+cosz)'=cosz—sinz,] 


1 


(64) 一 一 -一 一 一 十 C; (65) Inl|ceosz-rsin αἱ +G; 


e* — eos 22 


7 


(66) 


cos x 
1 1 
2 cog? r 


(68) 


(70) Inleos 2z| +E tg 22€; 


(73) 9 sin1/2 φ -$ sin5/2 0 十 5 sin"? + C; 
(72) f sin4z--C; (73) arctg(sin?z) +C; 


(74) — sin 5x + sin 7 +0; (75) — COS OX ， cos z LC. 


10 2 


li i ` | 
(76) z Sin Φορ sin 5z- 55 


(77) ---ᾱ- eos a£ a) — 55 x + Ü; 


(78) 5 sin z+ L sin dx 二 三 sin 2z-+ zx 


4 
(79) ~ arc tg (287) T+ G; 
ν 2 ν 9 


- 1 1 
ka Tame I p) e 


——;— t1 sin2 z 
SIn” r 
(80) z+— erete (= )+0; 
V2 V2 
1 1 ` αἴσα 
a Vac t cy 
1 
(81) πας deest, 
1 1 yi! V b?—a? — atge’ m 


2a Vb-a l V b—a + αἴρω 


1 sin 7z4-C; 


-eosrz--C; (07) uy sni y — = Sin24/ g-- C; 


+n eos αἱ +O; (69) = tg'a—ig ο -α το 


)+-C; 


P . 


, 


24 la] > [b]; 


24 aj -- |]: 


ja] « [b]; 
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1 2r—1 -1ν 8 -94/ 21 
(82) +h 2 |+: (835 Ug ης υγρής. 


l,, 3+sin? J zn 
(84) ERA C; (85) L aro g (= )+0; 


(86) 5 are sin (2z) 十 二 LVI- Ax? +C: 


J2; . æ-1 
(87) — arc sin ( gn 7) 6; (85) are sin 2 +0; 
(89) In DEL Z 十 Z3 | +O; 

-1-ν6 4z--3 
ο) l[a jo qn liae: 
(90) ος” ο. GU ET +0 


习题 四 1. (0 Za? 357543 In |1 3| +C; 
(2) 2arctgV z+1 +0, (3) —— (3+2) (1--α)8.4-0» 
(4) Sp E {ΥΩ 2m] VB -1|150 


(5) V/z3—a? — a arc cos τσ, 


(6) h|z+ VATE -VË LO, 
(D) VaT taln anvo-i +0; 
(8) > a? — z2 + are sin 一 十 Ci; 
(0) -EV ---ᾱ- arosin 24-6, 
2 2 a 
(10) - 1-2 +i VUTA VU 6; 


(11) 一 ΝΕΟ να =V lea 1-0: 


1 n SN. aia | ων Í Iz] 
- ὦ a ια G € q n at N/ αὖ Fa? e 
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rer Vm 
(3) -Vo 40; (4) 一 一 一 一 十 0 


ax 


3. arc cos — HC, sf -ar sin d τό, ἘΚ —aresin t40, 


ἘΚ 2 are tg (z + V z22—1)+C, x are tg / 23 —1 +0. ] 
2 2 

4, - να τα o 
ασ 


1 - 8 - 1 - 1 σι 
ll(z—1)!  10(x—1)*9 d(r—1)*  8(xz—1)8 το 


[提示 ; 令 z—1=t, ΒΗ z=t+1,] 


b. (1) — 


2 ln V ite 一 工 C Tm. A. 1 4 -一 
(2) V lire l1" 3 [提示 ， SN +e t. ] 


O C-D, DA $ VPF] 


6. (D n(x +2+V a? E Ax 3-6 ) +O; 


(2) 2224-14 V Yár-3|0; (8) arcsin ασ +g; 


(4) --νδ--α--α +Z arosin A +0; 


3 


ln | -一 
£ 


(5) — FLOTA T GRE | ee, 


8 一 3x 
5x 


(6) — are sin +0; 


r—2 


ν΄ 2 (z —1) 
1 1—2z-r4/2(1 Fz) 


(7) arc sin +C  (|z]-4/2) 


1 1—834 x 
9) —arcsin(2z—1 一 一 -一 “一 一 


JAA 1. (1) —Zcosx-+snzx+O; (2) g sin 3a 99599 十 0 


2 
(3) T gte- eoss+C; (4) —ze7*—e7* + O; 
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c 


(5) (z—2)e*-0; (6) 一 (人 2 十 937 十 3) eC; 
μα. ΤῸ sinz 十 元 VI 一 到 十 0 


(7) rtg z-rin|]cosz| +C; (8) 2x 


l sn [α) 
9) —-——arcsin z+]n ——— S 1605 
e τῷ 1+A/1—2 o ^7 
αι 1 | 
(10) Eod = are tg z+ C; 
X2 z 


[提示 ΤῊ SER a m Data. Τ᾽ 
n+l 1 | 1 1 
(12) — z^ (nz -— 46; Q3) = (m z + 5) +; 


4-] 5n--1l 2 


(14) V/l+z2]n (z + VI+) --ᾱ---; 
(15) —cosz+1n(tg x) --1n |ese x —ctg z] +C; 


(16) 与 |1 一 一 2 二 co = +G; 
4 2x . 9 


2 
(18) (= -5 ) sin nge + 2z, cos ng 1-0 
h n 


Š 
(19) — + Q2—1 Sin 2z 十 元 cos 2x +> 0; 


(20) 号 are te —— d l naed +O; . 
(21) (x*--2)ch 2 一 27 sh z-- C; 


2 3/2| 3 4 Ə 
(2) 2st α--. nz ec; 


— 1 3 ! 3 2 3 3 . 

(23) S= [n zin 人 

24) 工 {ο iem cure (5). | 
(ο) Ἔα ET GET ods/ 
95) 3 

Q5) — sc, 


4. (1) zarctg z— land T a?) 50; 


~ 3830 — 


(2) (z+ lyaretg Vz —A/ z +0; 

(3) zln?z—2z(ln z—1) € C; 

(4) zin(z + 14-23) 12-3 +C; 

(B) z(are sin z)? --24/1—x^ arc sin z —2z 4-C; 


(6) [sin (In z) —cos(In z) ] + C, 
3. (D [Παίπα)--1}11α1.0, (25 2e (4/ T —1) 4-05 


(8) 2(6—2)/ z cos V z —6(9—2) siny z tC; 


4 arccosr | Í = 
(4) 7 = + In T 


_ 1 
| 提示 ... da= farc cos za (1 — 29) 31. | 


*6 


(5) rare tgr—— In (14-22) —— Gre tg z)? +O; 


2 | 2 

g- [zarcigr z -[55 —1 t | 

| T. jeer dz —DUxO are tg x dx, 
11-57 

(6) i 


(are tg z)2— z are te z+ ἱπ({Η-.7) το, 


(7) ——  arcsinz+In/ 122 +0; (8) lan tg ο” 4.6; 
“1-αἳ < 


(9) (In (tg z) —1) : tg r+ (n (etg α) --1) etg xz C, 
E In (tg x) | cin? zr + cos2 g ] 
B = 
| 提示: | sin*r cost 2 ax 1 sin*zoos?z n (fg a) dz. 
e. 
2 
5. 78.74 公里 (不计 空气 阻力 )，. 


ᾱ--1 ` = 
2 8 


[提示 ， 可 利用 习题 四 第 6 题 (3) 的 结果 .] 
2. s= (一 2)s 十 3，{ 提 示 ， 人 参见 习题 五 第 题 之 (5) .] 


3. (D ug 1 )i (2) u= Z.[sin(ot-+g) ~ein p]; 


LEF p _ 
4. 5 (sin r— cos £) 十 cos z+ Ç, 


习题 六 1. y=arc sin 


10 

| x 9 

| “y aet- £4, 
ος eL; (umi a Ὦ 

` 27 一 -可 TF ος ο, 


第 二 = 
习题 一 1. (D 5-5 + 9z—27n|e+3| +C; 
(9) --ᾱ--2]α]1--α' +0; 


a) 27 r7 1 — r? . 1 αἲ τσ. 
(9) i 7» s nli α΄) +C: (4) 1 arc tg 5 TC; 


(5) xz 21n (1 4-2) + / 2 arc tg —E +G; 


V2 

1 2x--3—/ 5 
6) l m| 2202-9 |40; 
G) /5 12z24-394-N 5 
(7) peers aro tg E: tC; 

r 1 X jp z^ +2 
(8) ET are te 3 + are tg > t0; (9) In — =+ “r tO, 
2, (1 In | 2-2 +0; ο) 1n E14. 6; 
3) Li -51 yo, (4) no 2- lin D G1 +G; 
/^ 8 ^ (s—2?* 7 2 ; 
1 


© tnl? -1+ sl) +o, 
ὦ 


l-46 © L + +I í 


(7) —In|z+1| — lm 二 TD 十 下 ar tg z+0; 


1. (x-1? ` 1 
gy ln C72 ——— —— C 
5 4 PHL 2(z+1) τό 
ϱ) —In| ———— t τ: 。 
v? 3 S ΕΝΩ NE το 

3 £2 

(10) ο ο πο ου”... 
(11) s= arctg 2. are tg r+: 
19 =m (z+ 1)? 2r—1 . 
(12) — t += Arete Ξ 1-0: 


qå 
(13) jm GFDL — are tg z-+-0; 
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(4) -i arc tg z+ 了 In| 3 z—1 ^C; 


1 
ον. Yl, V 2 rare tg (V Ea 1) 


+arc tg(M 2z—1)]-0C; [Bom zí41— (zt 4- 225-1) —2z?. J 


1 3)3 
(16) — 3 B te(z+1) +0; 


+2 x E 
7) —— 3 stiio, 7 


EC amet Ja 


t 
(18) In] {33 —2z4-5)* | -In|z —1] iue zz 6; 


à-—z 
(19) —— 7. re ΕΟΝ > gno 2)-— 


_ 1 | 
2 να 


1 
oy — Í | im +2 , 
(aD DTI NW artO 
M 


22) In|z| (α3 4-1 _ 1. 1 
(22) In|z| (zx? + 1) 5 ματ T p are r+0, 


arc t —+(G(; 
"WAT 


ijs 


Jg- 1d ο 2tg 41 
习题 二 1. (D gare ig — 3— 6 
z 2 
1, | 92-7 «li. - š i 
(3) ln +O; (8) Lacie (2t 5) : 
Ug 2 人 2 το 
9 tg 241 
(4) š +e +o; (5) laret 
Vpmu— t 
(6) lj a — COS z) (3 十 cos zy ε 
6 (L+ cos xz)? 
1 o 3 
(7) "> NM 
(8) 2— 7 ote (V 2 tg ο) 10, (9) 2 aro tg (Er tg 5) σι 
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(10) [n [cos z+ em s| -- m] -- C; 


(11) i.n z= cos 2) In n te( >+ + 至 )| «cs 


(12) coss oe sein 2) — 1 in [eos z—sin z| το 


1 4/9 —gin 2r 
3) ln E aa 
a3 9/2 n «/ 2 +sin 2z 


_ 1 1 tgz ， = 
(14) Jier 3JT are EVA rO E 


2. (1) -ξ sin! z cos z 一 各 cos r+ (sin? 2-2) +03. 


5 . 1 3 1 5 
(2) 3g 7 F n 2r+ sin iz sin κ... 


(9) S ora 1 ein Sx 


1 ` 
jos 7 T 3024 -qag sin 1ος; 


(4) arctg(tg?r) FC; (5) tgz ttg n0; 


ghz ,3 sing , 3, 1 ετσι, 
(6) 4 cos! z tg cosi x tds In l—&8nz +0; 
1 l—cos2z| | w, 
(O) +n 3 + cos 2x τό 


(8) In| cos z| — ἃ | 3 οοςα-- 1| 1-6; 


(9) ο 


! 


x me 
* tex—1 -去 了 2 xt 1 -.1. t 40. 


ymz 1. (D EVT — Indo 2)]--6; 
3 rM OX ΜΙ. 3 4V Z — 
te 1 一 一 . 
Ὁ Tory a- UTIBUTS ayT ο 7T +0; 
4 


D arya —c 
5) (1-4 ry Fyz 


Αἱ... 
LJ 


(4) (e — ο VE x =) 


(5) 2N z—2 十 V 2 are e 72 ec; 


+O; 


(6) 2arc tg V atl +C; (7) Ys 3z)5 一 -V027 +0; 
2(2a-- bz) 

8 | . + O. 9) — 2 2 

(8) Dr rt ; (9) ΓΈ (315 }- at —2a2) + C; 

(10) tasa) 1 --ᾱ κ... 


(11) ση -5p — impp πο» 


2í I 204-1 8 /到 一 一 一 
— are tg -—— —— +0, ἑ--8/9 ΤΩ. 
ANT UY Am Un 
(12) 6t— 3t? — 905 eU Lig -了 (143 In( +t) —6 are tg t4-C, 
其 中 i= rcl; 
νΊ-Ἴ-α--ΝΤ-α Jiz 
13) lo |<] + δαις τρ 4C: 
Vl+z+V τα ντο 0 
4 -- 
(14) τ avei 1 +l |z Va —1 | +Ç; 


(16) Va—7x) (2—b)— (a—b)are tg == vo; 


3 . 
ao -3J2*l.c, [提示 ， 先 把 积分 化 一 下 ; 


[os 
V G--1)G-1* J Veti (z —1) SV (z — 133 ` 
-| y+] 
(1-- DV (z+ 1) 3 (2-5G-0 5^ 
V. Gc 4-155 _f 1 3/xz+i 
-Ja YT) V 于 于 du 


8 —— . 
A. rtl _ | 
BLS VERS 
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an -一 pV Z 一 i 
[提示 == E --α) (α-- GB ETE ΕΞΩ 
ES 


| 11475111. α 1-8 . 
(i5) — ο. Αγ' 2 1i—-V 2t 2V2 SVET , 


TENERA 


-- 
[提示 rre T Vues ds αντε] 
à 2A | Vartit 
(2) In | V ZT4ZTT --ᾱ--8) +O; 
(8) Í a- DV aia] + 


T6 


ES arc siny 2 (z —1) +0; 
1 3—az-- A 3aj—6x49 |, 
-----.--]η|-------------------------] 1-0; 
V3 - 


(4) 
2 [3(—z) 
(5) -A 3. are tg r tO; 
(6) In | 一 - | —2are tg 240, 其 中 ενα ὃν m. 
第 三 章 


2 25 n | 
3E-— 4.82. δ. 75. 6. m= | ρ(α)άα, 


| 1 1 
习题 二 1. (D fido ᾗ 2ae> | ade; 
w/a . 7/2 T/2 | 
(2) | sin zaz> | sin? z dz. | sin! z da; 
Q 
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π/8 2 

(3) | | sin z az< |” zd; (4) | eccdz | ο” das 
0 
4 fa 2 o r 

(5) [μποο-[᾽ In? x ar; 6) [ 1n z dz | In dz, 


8. 提示 : 利用 不 等 式 

[1f] - 195 132 7:0, | 
这 里 还 要 用 到 乘积 f (z) g (z) 的 可 积 性 ， 这 是 可 以 从 f(x), σία) 的 可 
积 性 来 加 以 证 明 的 。 示 过 , 证 明 时 要 用 到 函数 可 积 的 充 要 条 件 , 因此 从 . 
Bë, 


a π/4 
4. (1) 6« [ (P+ Dadr<5l; (2) r<| wVTTSESRdr<AW Zr; 


loto. 
(5) κ drsi, 
' | 2: . - 
8、 提 示 ， 按 定 积分 的 定义 证 , 只 需 考查 极限 
n ' . n-1 - 
lim 2: g (é) “Ax, — um (£1) dz14- g (S5) AEn] + lim 249562 a 


本 题 是 一 个 重要 的 结果 . 


9. G3 taat tani + G, 
n ° 


10. 提示 : ARAKA HESR: A fg =r 处 连续 ， 

X fG >0， 则 存在 αὐ BJ — ARR (29 —9, 29-9), 在 此 邻 域内 f (a) 

> 0 

11. 提示 ， 用 反 证 法 : 35 (9380, 则 在 [a, 68] 上 至 少 存在 一 点 to 使 得 
f Go) = 0, | | | 

从 而 (0 f? (29) >0, 

再 利用 第 10 题 结 果 , 即 可 得 证 ， 


习题 三 1. (D b-a; (8) i-a; (9) Zotat); 


2, 
5? 


(9) 5; ao L-h5 αἱ ᾱ (9) 5 


4 XV?-2; € 2: © α[α-ᾱ--1], (Ot (Z; 
; Q5 2; 250 


/5 一 or 
05) 1-5; a9 1-2, aD Aava; Q8 -Ἶ- 


(20) 2D £5 (22) 21 2-11 8; (23) 12; 


1 


3 
1: : ση 2(1~=) (28) 3 
3 5 | € 5 Ə ° 


(6) 


ο] 一 ο 


8. (1) l; (8) 10; (9 Les 【提示 :利用 积 化 和 差 公 


mz yid 
8. μες. XÉRASU-HONTEXEAGR. 这 是 因为 被 积 函 
数 -> 在 区 间 [ 一 1 Γκάμα (1 在 点 z=0 附近 无 界 )， FË, 
对 积分 | -二 二 Ts ez 也 不 能 用 牛 顾 - 汪 布 尼 效 公式 . 


10. ) @ š. 


习题 四 1. 0.0, 一 

2. (D) rM lr (2 απ (α»0); (3) 一 ez 
PM | σον 8ο 2r 

(4) 2x V1 2; (5 一 一 一 一 一 一 一 一 ; 

Ὃ e» Alda V l+ 

(6) -sin £-cos(cos? z) — cos z: cos (sin? zx); (T) sinb; 

(8) —sina^; (9) 0, 


3. Φ(0-ο, P= LER: DWEL, 1] 上 是 单调 的 ,] 


PST 
4. (05 (2) 3; 09. 


习题 五 1. (D -5+8In2: (8) 2. (8) = (4) r VS; 


να 2, 93 A, uy , 
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ον 1 Γεν 2° 6 ον 9 
GO n5; UD nF; 02 45; (9 ae 
5 


3 8 
19) 06; 45 πα UD) G. Q9 


DA τ 
(19) la-m5 (20) LG»; (21) 4(21n 2—1); 


ë 


1 (9—4 V 3yr ił 3 T 
22) -二 (和 一 2)， ) — — ——+— n 一 ; 一 一 一 
(22) 1 (T 一 2); (23 ο 十 5 jn 5 (24) 5 4: 


2-4-G--: (Zh) οι, 


1 O (98) g9. omn 2 3.0... (h) | . 
(25) πα In2); (26) πα’; (27) P3774 7 


(28) aretg f (3) —aretg f(—1). | 

2. (100; (20; (3) 0; (4) 0, 

3. (1)，(2) 都 不 正确 ， 读 者 自己 改正 ， 

4 D, ὦ), (3) 部 不 正确 ， 因 为 所 作 代 换 在 讨论 的 区 间 的 某 些 地 方 没 

AEX, | 

5. μμ... H, pessat 不 合适 ， 因 为 此 时 积分 区 间 为 
i zV 1— dz ε.α V1i-zazd(1-—a?), 


atnT PE a* 2T! I ἀφ ` 
7. 提示 S es f 4e T 
a a ας τ a+(a—1) T 
8. πι. 8 αι, i 
9. 40-b), 10. 提示 $r—1-t, H. EZ $ amt, 
3 Ü | 3 | 
13. (1) 提示 : | fGOde- | άσε] jayde, 
f BEES UT |" f(z 一 Ddz， 
ιδ. 提示 ;根据 定 积分 的 可 加 性 有 
x ñ St Dri .. 
T z σσ 
f. in*sdz- f sin” r dx +| snzaz 十 | sin"ada +Í, sin? zx dz, 
Ü . T . . vt em 
z .. NN 
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对 于 右 端 后 三 个 积分 ,各 作 一 适当 代 换 ,使 之 化 为 区 间 | 0, Z | 上 的 某 个 
Pi. 
16. 提示 ， 只 需 证 当 为 奇数 时 ,有 (228) — (2), 
Φία-3α) = [ ui sin" £ dt =f" sin^ dt + | ui sin" t dt, 
当 n 是 奇数 时 , 由 第 15 题 知 此 式 右 庙 第 一 项 为 零 , 故 只 需 证 
| sin^ t di= | sin" tdi=0(2), 
27 Ü 
作 一 适当 的 代 换 即 可 
19. gx 5 σ-ᾖ fde, 则 左 端 


ff ropa foo, 
再 对 石 端 积分 用 一 次 分 部 积分 法 ， | 
习题 六 1. 0.9573, 2. —6.2832, 结果 一 致 ” 8. 1.4075, 
4..1.3707, 5. 4.822, [提示 ， 先 求 出 


H _ 3a 13 | 1 
POL EP 


VAM £^ GO 83$ Cs, 从 而 确定 出 分 割 的 份 数 a= 10, ] 


第 四 =ë 


(4j 125. 


习题 一 1. (1) 1 32, 48 7 


ΓΣ 3 
oa, lee, 9, 7 
(5) 4 多 + (8) σα D (ϐ —. 


(2) 1; (3) 


1, 
3 3 


4 4 σσ 
(9) 2r + 3" 6m 一 可 ; (6) DE 


9. (1) (3) L; (8)9.9—8.11gee0.38; (4) Z; 


3. exa), d. Z aa, 5. — πα’, 6. πα Y. 5—2 2-7 


—. 1. Sastga; 当 a=45°, 3 -5-α8, 
[提示 :设法 求 出 平行 截面 面积 4(z)， 再 利用 公式 (6), ] 
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A (à) = S58 (Qa — 82), 


α2 


2 
3. (D = a; 8x; (2) EU [204 2: (e — 9 | (3) 160 x°; 


(4) ισα (6) δαϑαξ; 
(6) 160α. | 提示: Va | az, r= cos 0 =4(1 + eos0)cos 0, 


y=7 sin 0 =4(1+ cos 0) sin 6, | 


b. 9.1mx10*, 8. 4.08κ10ἑα, T. S s. B. a?—2z, 

9. 2z?a?b. 10. ma’, 

=, d. b TRAD lab VIFIO), 2. n3—3- 
3. 2ashl, 4. 6a, 5. V 2(e—1), 6. 8a, 


2 
7. ca VIT dmi Ίο ΝΤ [Απ 8. Vit" s 


2 m 


m 1. [8-8 - 62 DOS tD] 2. driab, ` 


8. 22a (0-7. sh «20 
2 a 


)i a (a +bsh P ach?.. 
| a aG 


- 4 . 
4. 2r0? 十 2m0D S= =, 2424. 259 n| Eae], 


其 中 = VP P Bls. δ. -ς πα), 


6. E σα l6x?a?, 7. 2ma?(2—4/ 2), 


JEZ -- 1. 23.643k; 3.36 米 / 秒 ， 3. 1 (t+1—cos 37), . 
3. 156.25 X., 

=, 1. 256058, 8. 2444. AJ, 8. mab, 4. lou lab, 
b. ΕΕ 6. δῖθα ΑΠ". | — 
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3 | | 
=, 1. 18.4, 2. D ar ARR. 8. 1.25 x106 AW, 


4. 10200x 公斤 : 米 ，B5，2.94x109 人 和 公斤 , 米 ，『【 提 示 ， 地 球 和 卫星 之 
间 的 引力 可 按 万 有 引力 定律 p= g 一 与 2 来 计算 ， 基 中 ?为 卫星 到 
地 心 的 距离 , 地 球 质量 为 5.98 x10% 千克, 引力 常数 G =6.07 x 102 m 
X3] e. ~ m ΣΕ, v. ας, [提示 ， 写 出 雨滴 在 
下 落 过 程 中 任意 时 刻 t 所 受 的 重力 以 及 到 完全 蒸发 所 需 的 时 间 .] 

8. par [提示 取 球 心 为 坐标 原点 。 球 在 水 中 的 部 分 重力 与 浮力 


相等 ,外力 不 作 功 , 只 有 对 于 球 和 起 出 水 面 的 部 分 , 外 力 才 作 功 .] - 
四 、2. F-ÍF, F,}, 


GMm Γ 1 
P| —— id» — —, 
ed L Lh VEPER- h^/ 1 +h 


| - kQ . ;LLÁQ δία--1) 1 3 
8. F υπο, W=— n cl ( 为 常数 ). 


1 | — GM m 


4. AJ EEG 3381378 80, BARRARI D, 


sT 


19 1 Ma*o* 


M 
1. — M? . J= Ma. E= UE (p: 2 
五 、 ag MP, 5 J y Ma, E 6 d g Dit DD, 


4. — Ma^. 6. — Μα’ Y. 3 ex Q5 r4, 


T7 m U m TT U m 


， U| = En, 


3. Y= a, 了 有 效 一 一 4. U = 0, Uga τό 


L. 1. 75 千克 . 2. Q «ΥΣ. [提示 ΚΠ ΒΝ, θὲ 
体 流 过 某 截面 的 体积 称 为 流量 ， 当 流速 不 变 时 ， 流量 = 流速 vx 截 面 
PS, ] | | 
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8. Et 提示， 用 微 元 法 将 管 的 栅 截面 分 成 若干 圆 环 ， 先 写 出 通过 


" 
| 第 五 XE 

3E- 1. 0) L @) occ @ Z, Ὁ -j 

OL () [πι O- O -l124lm3 (10) nl, 


9. (D 发 散 ; (2) 发 散 ; (3) ο τς, k<1 发 散 ， (4) 收敛 ， 
(3) mtf; (6) 绝对 收 化; T 绝对 收敛 ; Ὁ) EG (9) Wk; 
(10) Ië, | 
4. doy. 考 虚 不等式 (|a| 一 151)?=a?+5? 一 21a.b1 之 0， 


WO Jab] < a+b), ELE s Ca e b)? a H0? 2b, 
6. 均 收敛 ;曲线 下 的 面积 存在 
7. | roads [Ugo 及 [reas ii 


Έιρ 


8. JAEEEM, G 是 引力 常数 


习题 1 (0 Ln O T 31 05 OF 
6) 2; (m (5 3. (αλα, 
2. a RB Ὁ) κα, (3) δι (0D 发散， ©) EEG 
ο (7) μάς (8) κά; ( 发散; «ο XE 
a) Zik [mm GEH. 

«0 — 6&€—1 
8. m. 
4. (D 收敛 w r=0 ERA, 381212 YI, 


+= ln. 1 
TEJ v y 


Ü is 1 Erw. 
对 于 瑕 积分 1s, 取 0=<a<l SERM 
— 843 — 


lim z?: Z 
r0 1 + z2 ? 


对 于 无 穷 积分 I Β 1 «a «2, 考虑 极限 
| 
lim z^ xz. | 


(2) 4 0<s<1 A, Rok. GEF: 4s-1<0 h, r—0 EBA. 


+o χ5-1 J I r1 7 + Ts—1 d 7 7 
ο Fe ^ Joicxz πε] Irz 5 rr. 


积分 五 当 s>0 BED BUT To 3 0c «1 Rk, 1 
T. m. πο < LL C, 


8. ET: ROAST, 
πο ο ο 
Ια) ος L9 T2 15} 
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